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概 论 


”$1 变换 群 与 素 属 的 几何 


F. Kiein 在 1872 年 著名 的 “Erlangen Program”{《 爱 尔 苦 根 计 


划 书 ) 中 把 几何 归结 到 可 递 变换 群 的 几何 不 变量 的 理论 中 ,而 加 以 
分 类 。 于 是 ;有 了 一 个 可 递 变换 群 G， 就 有 一 种 隶属 于 G 的 几何 ， 
即 Klein 几何 ， 按 照 这 种 分 类 法 看 来 , 欧 氏 几何 应 该 是 隶属 于 运 
动 群 的 几何 。 

为 了 申述 这 个 思想 ,我 们 考察 三 维 欧 氏 空间 EB? 的 运动 群 ,而 
首先 定义 变换 群 。 用 如，*z，xs 表示 一 点 在 右手 系 直角 坐标 系 下 
的 坐标 ,而 县 设 

Xi Xe (x1, KF 3) (一 1,27,3) (1.1) 
是 变换 集 。 当 下 列 三 条 件 成 立时 , 称 这 集 为 变换 群 : | 

第 一 , 恒 等 变换 x; = x 被 包括 在 这 集中 ; 

第 二 ,集中 任 一 变换 的 逆 变 换 也 被 包括 在 其 中 ; 

第 三 ,集中 两 变换 的 接连 变换 或 称 为 积 的 变换 仍 属于 这 集 . 

如 果 一 个 群 的 一 般 变换 和 * 个 独立 变量 或 参数 aez，……，w 
有 关 , 就 是 说 , 一 当 参 数 取 定 值 时 就 获得 群 的 唯一 的 变换 ,而 旦 群 
的 所 有 变换 都 是 这 样 被 决定 的 , 那 末 称 这 群 为 ” 参数 变换 群 。- 

EE 的 运动 基 由 平移 和 旋转 组 成 的 变换 : 


3 
z= Danzrt+b (f= 1,2,3) (1.2) 
Rl 


或 简写 为 


多 EE 十 Bs 《1.2 了 了 

式 中 和 下 文 规定 i, 太 == 1, 2， 3， 而 且 当 同一 指标 出 现 于 一 项 时 

(例如 ,上 式 中 的 ,约定 关于 这 指标 作 从 I 到 3 的 总 和 ， 而 省 栈 

和 符 之 ， | 
如 所 知 ,(1.2) 中 的 系数 aix 满足 下 列 正 交 条 件 : 


qaik = 人 ia (1.3) 
其 中 ，5x 按 : 一 和 或 上 和 于 而 分 别 取 值 1 或 0. 
另外 ,和 矩阵 

d= 《ax) (1 .4) 
的 行列 式 等 于 十 1. 


凡 系 数 ax 满足 正 交 条 件 (1.3) 的 矩阵 4， 称 为 正 交 矩阵 ; 它 
显然 和 3 个 参数 有 关 ( 比 如 : 3 个 欧 拉 焦 ). 办 此 ,运动 作为 变换 构 
成 了 一 个 和 6 个 参数 有 关 的 集 . 我 们 容易 证 有 明 : 这 集 构成 一 个 6 
参数 变换 群 Ge， 

在 Gs 中 ， 所 有 的 aix 一 0 时 所 对 应 的 变换 全 体 也 构成 一 群 ， 
即 平移 群 。 同 样 ,在 (1.2) 中 54 一 0 时 的 变换 全 体 构 成 旋转 群 , 它 
和 平移 群 都 症 运 动 群 Ge 的 子 群 ,只 同 3 个 参数 有 关 的 子 群 . 

现在 回 到 一 般 变 换 群 EC 来 。 设 了 是 这 样 一 个 量 ， 当 它 经 过 G 
的 任何 变换 变 为 量 了 时 ,一 定 成 立 关 系 式 : 

i$.1. ; (1.5) 
那 末 , 我 们 称 了 为 G 的 不 变量 (或 者 关于 G 的 所 有 变换 的 不 变量 ). 
(1.5 ) 式 中 ,@ 仅 与 变换 有 关 . 4 

如 果 一 1， 则 了 工 称 为 绝对 不 变量 ; 否则 , 称 为 相对 不 变量 ， 
一 个 群 G 的 不 变量 还 按 其 由 对 象 的 决定 因素 组 成 的 不 同 结构 又 区 
分 成 代数 的 不 变量 和 微分 或 积分 不 变量 两 种 ， 举 例 来 说 , EF? 中 任 
何 两 点 《xi) 和 《yi) 间 的 距离 

d ~ Vx — yx — yi) 
是 运动 群 的 代数 不 变量 。 又 如 殉 氏 平面 (x,y) 上 ,入 贺 
60 和 十 2anxy 十 az 妨 十 24Hax 十 2any 十 oa 一 0， 


和 卫 1 


det | ax | Ea 0， 好 1 人 27 一 24 >0 
的 长 短 轴 长 是 代数 不 变量 ,其 曲率 


TS RE 
V+ 

是 微分 不 变量 ,其 弧 长 

:= VT yds 
则 是 积分 不 变量 ， 由 此 ,解析 几何 就 分 为 代数 几何 和 微分 几何 两 
种 .前 者 所 研究 的 是 整体 的 对 象 ,所 以 是 整体 几何 .相反 ,微分 几何 
所 研究 的 对 象 一 般 说 来 是 限于 局 部 的 范 转 , 例 如 : 曲线 y 一 y(x) 
在 一 点 了 的 曲率 ， 当 函数 y(x) 在 P 的 邻 域 里 有 其 定义 而 且 是 二 
阶 连续 可 微 时 , 便 可 对 之 进行 探讨 ， 因 此 , 微分 几何 是 局 部 几何 . 
实际 上 ,有 一 些 整 体 几何 的 课题 却 是 用 微分 儿 何方 法 予以 解决 的 ， 
这 样 , 就 形成 了 现代 的 整体 微分 几何 ?> 


$2. 仿 射 变换 群 和 射影 变换 群 


设 三 维 仿 射 空间 4 中 一 点 M 的 坐标 为 《xu ma, za)， 原 点 为 
0 ， 单 位 基 向 量 系 为 {etyeye}。 那 末 我 们 有 向 量 OM: 
x 一 xie/， 其 中 已 抱 略 了 关于 i 一 1,2,3 的 和 符 罗 。 (2.1) 

如 果 给 定 了 两 点 4(x:) 和 BCy)， 那 末 向 量 4B 的 坐标 是 


{yn TR ~ X29Y39 一 xs). 


现在 ,到 一 个 正则 的 3 x 3 矩阵 


A (ga) (k=1,2,3). (2.2) 
于 是 4 的 行列 式 
4 = det(a1) 0, (2.3) 
并 作出 变换 
Fa (= 1,2,3). (2.4) 


1) 参考 苏 步 青 ; 微分 几何 五 讲 , 上 海 科学 技术 出 版 社 1979 年 版 。 英 译本 , 新 加 玻 
世界 科学 技术 出 版 社 1980 年 版 。 


如 果 用 《x) 表示 3 x 1 矩阵 


《x) 一 


Xl 
Ty 
3 


和 类 似 的 记号 (x) 和 (8)， 那 未 (2.4) 也 可 写 为 矩阵 的 形式 如 下 : 
(x) = A(x) + (b). (2.5) 
我 们 容易 证 明 , 变 换 (2.5) 的 全 体 构成 一 个 群 ， 以 下 , 称 (2.5) 
为 4 的 仿 射 变换 , 而 且 称 所 构成 的 群 为 仿 射 变换 群 ， 它 含有 12 
参数 ， 
”从 (2.5) 还 立即 看 出 ，4? 的 一 个 向 量 v 经 过 仿 射 变换 之 后 变 
为 向 量 交 ， 它 们 之 闻 成 立 的 关系 是 : 


(3) = 4(z). (2.6) 


显然 ,作为 变换 的 (2.6) 全 体 ,构成 一 个 变换 群 , 即 在 (2.5) 中 
6 一 0 所 对 应 的 中 心 仿 射 变换 群 ; 它 含有 9 参数 ,是 仿 射 变换 群 的 
一 个 子 群 . | : 

另 一 个 重要 的 子 群 是 ， 当 行列 式 4 二 1 时 所 生成 的 等 积 念 射 
变换 群 , 它 含 有 11 参数 ， 4 中 ,任何 一 个 四 面体 的 体积 对 于 各 顶 
点 所 受 的 变换 (2.5) 将 增 大 4 倍 ,所 以 它 是 等 积 仿 射 变换 群 的 一 个 
不 变 有 最. 

在 一 般 的 仿 射 变 换 (2.5) 下 , 共 线 的 三 点 4(x),B(y), C(z) 
变 为 共 线 的 三 点 A4(x)，B(F)，C(z), 而 且 有 向 线段 比 48:BC 
不 变 。 从 此 得 知 ,直线 变 为 直线 , 平面 变 为 平面 , 而 且 平 行 性 质 不 
- 变 ， 

仿 射 空间 4 的 仿 射 几何 就 是 讨论 空间 图 形 的 仿 射 不 变量 和 
不 变性 质 的 一 个 分 支 , 它 隶 属于 4? 的 仿 射 变换 群 , 如 同 欧 氏 几何 
隶属 于 运动 群 一 样 。 这 里 我 们 必须 看 到 ， 运 动 群 是 仿 射 变换 群 的 
一 个 子 群 ,所 以 仿 射 几何 的 内 容 被 包括 在 欧 氏 几何 之 中 , 但 是 , 有 反 
过 来 一 般 是 不 成 立 的 。 

比 仿 射 变换 群 更 扩大 的 还 有 射影 变换 群 , 它 的 最 一 般 方程 是 


四 


PX; 一 GirXk (i 于 一 1,2,3,4)， (2.7) 
式 中 po 关 0;(x1) 表示 三 维 射影 空间 PP 的 一 点 村 的 齐 次 坐标 ; 同 
样 ,…(z2) 表示 变换 点 诸 的 齐 次 坐标 ,而 且 行 列 式 
4 一 detlcik| 天 0. (2.8) 
设 4,8,C,D 是 忆 中 的 四 个 共 线 点 。 容 易 看 出 : 经 (2.7) 
变换 后 的 四 点 4,B,C,D 仍然 共 线 ,而 且 这 四 点 4, B,C,D 的 
次 比 dA( 4 ,8;C,D) 是 不 变量 ， 
平面 经 射影 变换 后 变 为 平面 ,一 个 平面 束 变 为 男 一 个 平面 束 ; 
东 中 的 任何 四 平面 ,8, 7 ,$ 的 交 比 dCa, 8; 7 了 ,8) 也 是 射影 不 
变量 ,讨论 图 形 的 射影 不 变量 和 不 变性 质 的 几何 就 是 隶属 于 射影 
变换 群 的 射影 几何 ?. 
射影 变换 群 含有 15 参数 ,因为 (2.7) 中 的 齐 次 坐标 之 比 xxz: 
xax4 决定 严 的 一 点 ,从 而 16 个 sx 之 比 决定 一 个 射影 变换 ,如 
朵 导 人 点 的 非 章 次 坐标 Xs 二 1,2,3)， 即 


* x4” 4 
便 可 把 (2,7) 改 写 为 
一 col2X2 十 em op 1,2,3. 2.9 
~ Upp 十 4 (9 


特别 是 , 当 we 一 0(8 一 12,3)，a4 关 0 时 ,变换 式 (2.9) 化 
为 仿 射 变换 (2.5), 所 以 射影 变换 群 是 以 仿 射 变换 群 为 其 真正 子 群 
的 ,因此 ,射影 变换 群 下 的 射影 几何 的 内 容 被 包括 在 仿 射 几何 、 从 
而 也 在 欧 氏 几何 之 中 ,但 是 反 过 来 ,一 般 是 不 成 立 的 . 


$3. 仿 射 平面 曲线 的 基本 定理 


本 节 及 下 面 两 节 都 限于 等 积 仿 射 变换 群 下 的 曲线 论 和 曲面 论 
的 介绍 3, 除了 一 般 性 质 如 平行 性 ,有 向 线 眉 比 的 不 变性 等 而 外 ,我 


1》 参考 苏 步 青 : 高 等 几何 讲义 ,上 海 科学 技术 出 版 社 3 1964 年 版 ， 
2)》 参考 W. Blaschke: Vorlesungen iiber Differentialgeameirie, und geometri- 
sthe Grundlagen yon Kinsteins Relativitatrtheorie, Band 2, Berlin, 1923 


年 版 ， 以 下 篇 称 Blasthke DG 好， 


5 


们 还 有 面积 或 体积 的 不 变性 值得 利用 的 ， 
设 仿 射 平面 上 一 条 曲线 是 由 方程 


X= Xx(#) (3.1) 


表示 的 , 式 中 各 函数 关于 : 部 是 三 阶 连 续 可 微 的 . 

为 了 导出 对 应 于 欧 氏 平面 弧 长 的 积分 不 变量 ,我 们 首先 引进 
仿 射 距离 的 新 概念 . 

一 个 点 和 在 这 里 的 一 个 方向 为 已 知 时 ， 称 它 为 一 个 线 素 . 假 
设 二 线 素 x, x ; y，3 为 已 知 ,我 们 将 决定 一 条 抛物 线 使 通过 x 
和 y, 并 在 那里 的 切线 方向 分 别 是 x 和 y。 这 样 的 抛物 线 是 叭 
一 的 (参见 图 1)， 因为 四 条 直线 唯一 地 决定 一 条 挑 物 线 , 而 所 论 的 


A 


图 形 则 相当 于 每 两 条 是 “无 限 邻 近 的 情况 ， 设 其 参数 方程 为 


zx 人) 一 如 十 如 十 于 io (3.2) 
式 中 多 

2 一 X(0) 一 x， (ea) const .2 ， 
0 (3.3) 

x — Xn) = y, (S20) 一 const + 了， 

二 线 素 x,x';y,y 所 决定 的 三 角形 面积 f 是 

= L(x,y—xX)(y—x,y) 

te a 。 (3.4) 


这 里 和 以 下 ;我们 单 用 《, ) 代替 行列 式 记号 detj , |， 从 (3.3) 得 出 


四 


一 工 1 Ca:xt — XoN(X! — Xo, 2) (3:5) 
人 (Xo, Ki) 


| 太一 贡 一 加 有 十 癌 琶 ， Xl 一 Wo 十 fiX0, 
所 以 
f= pe (zo Eo). (3.6) 


同样 的 方法 适用 于 镍 物 线 在 其 两 点 na， zi 处 的 三 第 形 面积 的 
推导 ,因而 导致 面积 表示 : 


f(s 12) 一 到 (1 — A (xo, Eo). (3.7) 


由 此 可 见 , 函 数 f3 满足 欧 氏 距离 的 类 似 加 法 定理 : 当 三 点 4 过 
有 在 同一 条 抛物 线 上 时 ， 
FH 1) + AB) 一 AF, 13). (3.8) 
二 线 素 x,x; y,y 的 仿 射 距离 ?是 
7 一 2 ff 

式 中 了 表示 由 二 线 素 x,x 3; y,y 决定 的 三 角形 面积 ， 而且 立 方 
根 到 实数 值 

从 (3.7) 还 可 导出 一 种 对 于 挑 物 线 的 参数 规范 化 , 就 是 以 参数 


s 代替 :， 使 得 
dx dX 
(至 ， 经 ) - 1, (3.9) 
这 条 件 显 然 关 于 等 积 仿 射 变换 是 不 变 的 ， 这 个 参数 * 除了 点 * 一 
0 0 的 选取 而 外 是 确定 了 的 . 实际 上 ， 

§ = (Ro, Ro) 十 const, 


而 且 由 (3.7) 得 到 
fs, 2) 一 去 Ca — | (3.10) 


我 们 还 有 这 样 的 结论 : 抛物 线 的 二 线 素 s,s 的 仿 射 距离 等 
于 25 一， 换言之， 二 点 4， 5 之 闻 的 抛物 线 弧 具有 仿 射 长 度 


® YF 


$2 ™ NN。 

其 次 ， 我们 将 上 述 关 于 白 物 线 仿 射 弧 长 的 概念 扩充 到 一 般 曲 
线 (3.1) 去 ,以 推导 它 的 仿 射 弧 长 s. 

假定 


dx cx /, 罗 
( 符 ， 3 (x， ) 
在 曲线 的 任何 点 不 等 于 0, 这 就 是 说 : 曲线 无 拐点 ， 另 外 假定 积分 
= 人 (ad (3.11) 
存在 ， 那 末 决 定 一 个 参数 :使 得 
(经 ， 2 = (x x") = 1, (3.12) 
这 种 决定 不 仅 对 于 等 积 仿 射 变换 是 不 变 的 ， 而 且 除 了 :二 0 的 选 
择 而 外 是 确定 了 的 。 这 是 由 于 | 
ft dt ,dt 
二 
xxz) 一 (经 )( 业 )， 
因此 按 (3.12) 就 有 
5 一 eyear. (3.13) 
从 假设 得 知 , * 是 : 的 单调 水 数 而 且 反 过 来 也 是 真 的 . 
对 (3.12) 进 行 导 微 ,我 们 有 


(x ,x”)= 0. {3.14) 
所 以 二 向 量 x 和 x 线性 相关 ,也 就 是 (因为 x = 0) 

x” 二 kx = 0, (3.15) 
式 中 x(s) 表示 一 个 数量 . 它 可 表 成 | 

二 (x” ,x”), {3.16) 


是 所 论 曲 线 (3.1) 的 最 简单 微分 不 变量 。 我 们 称 为 仿 射 曲率 , 称 
x 为 仿 射 法 向 量 ， 按 63.14) 还 导出 


- BB » 


aa) (3.17) 
令 p 一 (区, 交 )， 并 经 参数 变换 :一 :(s)， 我 们 容易 算出 


a poy (, 区 ) ) SL 1 1 
ks (9 (3.18) 
特别 是 取 + 一 x， 从 而 曲线 是 虫 方程 
x7 = rx1) (3.19) 
给 定时 ,我 们 导出 
x 二 {7 2} 
i [= 二 £70E1 ,8 一 了 国生 :| (3.20) 
和 
克基: 二 二 攻克 一 一 = 0 允 十 二 丰 5 (3.21) 


根据 (x ,x”) 一 1 我 们 通过 一 个 等 积 仿 射 变换 把 坐标 原点 移 
到 曲线 的 点 xm， 并 使 有 关 的 二 向 量 x%，xs 分 别 具 有 坐标 1, 0; 
0，1， 按 (3.20) 我 们 便 获 得 曲线 (3.19) 在 原点 的 归 范 展开 : 


二 1 好 十 十 -3 对 十 《3.22) 


式 中 如， 总 天 ， 在 原点 的 值 ， 


如 图 2 所 示 , 在 x 引 切 线 和 曲线 的 平行 骇 , 各 驴 的 中 点 画 成 
点 x 的 对 应 重心 线 , 那 末 后 者 在 x 的 切线 就 是 仿 射 法 线 ， 
同样 , 称 | 
k= ks) (3.23) 
为 册 线 (3.1) 的 仿 射 自然 方程 ， 和 欧 氏 平面 曲线 论 一 样 , 以 给 定 的 
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”Cs)》 为 仿 射 曲率 的 曲线 x(s) 必 存在 , 而 且 实 际 上 , 除了 等 积 仿 
射 变换 而 外 ,这 种 里 线 是 唯一 决定 的 . 
作为 一 个 特殊 的 但 是 重要 的 例子 ,我 们 举 出 下 列 情况 : 


R= const. 
首先 假定 一 0。 那 末了 从 (3.15) 得 到 一 般 解 : 
XxX 二 为 十 xs 十 pi (局 好) = 1. (3.24) 


所 以 仿 射 曲 这 值 为 零 的 唯一 曲线 是 抛物 线 ， 
第 二 ,假定 二 x? > 0。 这 时 ,曲线 可 以 表 成 
xl — acosh' ?ss, x2 一 bsink'’s. 
条 件 (xx 一 1 表明 了 
abk? 一 1. 
因此 ， 再 到 作为 解 的 一 条 和 


EE 


式 中 F 二 et 表示 椭 加 的 面积 . 
第 三 ,假定 和 一 一 中 < 0 这 时 ,我 们 有 一 条 双 曲 线 的 解 : 
2 一 4coshf 一 人 x2 一 bsinh (—k)?s, 
1 (3.26) 
a’ 己 2 
所 以 双 曲 线 是 有 人 负 常数 仿 射 曲率 的 唯一 曲线 ， 
以 上 记述 充 分 表明 了 仿 射 曲率 与 普通 曲率 之 间 的 类 似 人 性 ， 所 
不 同 者 公 在 于 二 次 曲线 代替 圆 (包括 直 线 ) 而 已 。 从 此 引导 我 们 讨 
论 密切 二 次 曲线 的 概念 如 下 。 | 
为 此 , 我 们 考察 两 条 和 相交 于 一 点 xo 一 二 的 无 扣 点 曲线 C 和 
C, 0 曲线 的 仿 射 弧 长 : 都 是 从 xo 量 起 的 ， 而 
它们 表 成 
xX=x0t xt x 六 
: (3.27) 
元 一 蜀 十 夭 十 向 二 十 
21 


» 0 。 


当 《 节 ,者 ) 一 0， 双关 艺 时 ,我 们 说 : 二 曲线 在 z “一 阶 * 或 “二 
点 * 相 切 ， 一 般 说 来 , 当 

= (3.28) 
(4 之 1) 时 ,这 二 曲线 > 阶 或 《z 十 1) 点 相 切 。 按照 (3.20) 可 以 
这 样 断 定 ， 这 种 定义 和 普通 的 相 切 重合 ,因为 在 采取 x 轴 , 使 同 
公共 切线 不 一 致 的 措施 下 ,在 xo 4 阶 相 切 是 等 同 于 下 列 条 件 : 

| 一 0， 当 天 一 1 2 py 

dxt 关 0， 当 天 一 2 十 1 
如 果 6 是 犯 物 线 大 一 二 十 动 十 半 到 9， 那 未 立即 看 出 ; 

在 各 点 ‰ 有 而 仅 有 一 条 和 所 论 曲线 至 少 三 阶 相 切 的 抛物 线 , 即 


元 一 各 十 xs 十 po (3.30) 


称 它 为 曲线 C 在 xs 的 密切 抛物 线 、 图 3 中 的 淡 描 曲线 表示 这 条 


(3.29) 


一 一 


图 3 
投 物 线 ， 为 了 密切 拖 物 线 在 切 点 有 高 于 三 阶 的 相 切 ,就 是 ,为 了 有 
一 个 稳定 的 密切 抛物 线 ,必须 有 xs” 一 0， 或 者 按照 (3.15) 必 须 有 
ko = 0. : (3.31) 
如 果 我 们 取 任 何 二 次 曲线 为 C， 那 未 在 C 的 各 点 xo 可 以 要 
求 至 少 有 四 阶 相 切 的 情况 。 为 此 ,必要 条 件 是 
双 一 需 ，M 一 下， 鸡 ' 一 天 1 
可 是 zi” 十 fx 一 0， 起 "十 殉 注 一 0 所 以 C 和 5 在 zx 的 仿 庙 
曲率 ko 和 于 必 须 相 等 ， 另 一 方面 ,微分 方程 忆 十 一 0 在 
初始 条 件 加 一 xo, 玛 二 ， 翅 一 x 之 下 有 唯一 的 二 次 曲线 C 
的 解 、 我 们 称 5 为 5 在 z 的 密切 二 次 曲线 。 


联系 到 上 述 的 特例 ,我 们 便 看 出 : 

盟 线 C 在 其 非 拐 点 各 的 密切 二 次 曲线 按照 C 在 x 的 仿 身 
昌 率 和 为 正 ,为 负 或 为 零 而 分 别 是 椭圆 , 是 双 曲 线 或 是 抛物 线 . 

我 们 对 这 三 种 可 能 性 相应 地 可 以 这 样 说 : C 在 xo 是 箭 加 、 双 
曲 或 怨 物 地 弯曲 ， 当 大 > 0 时 ， 我 们 写 出 密切 二 次 曲线 的 方程 如 
下 : 
yls,0) = x(s) + A + 二 < 人 人， 


(3.32) 
式 中 o 表示 密切 二 次 曲线 的 仿 射 弧 长 . 
此 外 ,我 们 讨论 一 个 稳定 密切 二 次 曲线 的 条 件 , 也 就 是 密切 二 
次 曲线 在 xo 要 有 高 于 四 阶 密切 的 条 件 . 为 此 , 充 要 条 件 是 


BY” 一 xy， 


然而 从 x” 十 kx = 二 0 和 站” 二 二 0， 以 及 《3.28)》 经 过 时 
微 , 我 们 在 xo 处 各， 
7” 十 foxo + koxo = 0, 
2 + Rox = 0, 
所 以 得 出 所 求 的 条 件 : 


大 二 ( 委 ) - (3.33) 


称 这 样 的 点 xo 为 C 的 六 重点 ， 

在 第 二 章 $2 和 44 我 们 将 专门 研究 仿 射 曲率 处 处 为 正 的 凸 闭 
山 线 ， 以 导出 相应 于 欧 兵 平面 凸 闭 曲线 的 一 些 定理 , 而 且 在 $3 把 
欧 氏 平面 四 项 点 定理 扩充 到 仿 射 平面 ， 

关于 仿 射 平面 申 线 的 其 他 一 些 性 质 ,在 这 里 就 不 一 一 列举 , 读 
者 可 参照 本 章 的 习题 和 定理 ， 


$4. 仿 射 空间 曲线 的 基本 定理 


设 三 维 仿 射 空间 4 的 一 条 曲线 决定 于 下 列 参 数 表示 : 
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x(p) = {x(p) ,za(p) ,zap)}. 
我 们 将 用 尽 可 能 低 阶 的 曲线 索 来 开始 确定 它 的 一 个 不 变 的 曲线 参 
数 ， 如 前 节 所 述 ， 我 们 用 点 或 加 括号 的 数字 来 表达 关于 ?的 各 阶 
导数 : 
无 一 {2 Xt) = {x x x }, (4.1) 
这 些 x't 都 是 向 量 ,而 且 按 $2 所 述 得 知 各 行列 式 
(x xD wm) 
关于 空间 等 积 仿 射 变换 都 是 不 变 的 ,但 不 是 曲线 的 不 变量 ,因为 它 
依赖 于 参数 的 选择 。 特别 是 在 所 论 的 叙 列 中 最 低 阶 的 行列 式 《z* 
光 交 )， 经 过 新 参数 s~ sp) 的 导 人 而 变 为 
es x”).， G3 y 
其 中 , 扳 号 表示 关于 :的 导 微 ,如果 我 们 假定 (《x 安 元 盖 0， 也 就 
是 假定 曲线 x(p) 为 正 向 转 挠 , 那 末 通过 条 件 
(xx x )- 1 和 (4.2) 
便 可 决定 除 置 换 了 一 十 :十 4 而 外 唯一 的 实 参 数 ;， 即 仿 射 弧 
长 : 下 


人 sseee (4.3) 
而 且 相 应 地 得 到 曲线 段 x(p) (PEpEp:) 的 仿 射 弧 长 ; 
3 -人 (RXTE) tdp, (4.4) 
再 把 (4.2) 两 边关 于 * 导 微 一 次 , 便 有 
(xx xi7) 一 0， 《4.5) 
因此 ,三 向 量 XX ,XY 线性 相关 : 
XIV(r) 十 x"(s) 十 MD 一 0,. (4.6) 
由 此 可 见 
RS) = (KNACK ) ts) = {xx x ). - (4.7) 


当 《 和 上 是 s* 的 已 知 连 续 函 数 时 ， 那 末 除 了 等 积 仿 射 变换 而 
外 ,我 们 可 唯一 决定 所 对 应 的 曲线 x《s)， 实 际 上 , 设 tn, wz, wis 是 
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方程 . 
a” 二 RCs) 十 区 rz 一 0 (4.8) 
的 三 个 线性 无 关 的 解 , 那 未 龙 斯 基 行 列 式 


WH 坊 一 const 关 0. 


我 们 于 此 可 以 选择 w 使 得 这 行列 式 等 于 1， 那 末 ， 
好 一 Cikttt 《1 天 一 1,2:3) 
是 (4.8) 的 一 般 解 ,而 且 当 a;; 的 行列 式 为 1 时 ， 
zi = | + an(i=1,2,3) | 
表示 所 求 的 曲线 xts)， 我 们 看 出 , 它 是 由 


{J mes, | ms wr | 
经 过 一 个 普遍 的 等 积 空 间 仿 射 变 换 而 导出 的 . 


(x ) 称 为 切 向 量 , 而 且 〈x”) 称 为 仿 射 主 法 线 和 商量， 我 们 称 
曲线 (3 二 x) 为 曲线 (x) 的 切线 象 、 它 的 仿 射 弧 长 是 
| a ff = (4.9) 
按照 欧 氏 空间 曲线 论 的 类 似 ， 我 们 该 是 选取 三 向 量 x ，x”， 
x” 作 为 仿 射 空间 曲线 的 活动 三 脚 形 ,而 且 采 取 
R= ks), t= (ss) | (4.10) 
作为 "自然 方程 ”, 可 是 这 样 做 并 不 适宜 ,因为 我 们 不 能 从 此 导出 义 
和 + 是 一 条 曲线 所 决定 的 最 低 阶 数 不 变量 。A. Winternitz 指出 了 
这 一 事实 ， 而 因此 造 出 最 低 阶 数 即 四 阶 的 以 他 命名 的 活动 三 脚 形 
{ 参 芳 Blaschke DG 11, 76 一 79 页 )。 田 一 方面 ,我 们 曾经 研究 射影 
空间 曲线 论 的 几何 结构 9， 从 此 作为 一 个 简单 应 用 而 导出 Winter- 
nitz 活动 三 脚 形 的 几何 定义 . 


1) 苏 步 有 有: 射影 曲线 概论 ,科学 出 版 社 ， 1934 年 版 ， 英 文本 ，1958 年 。 


am 全 。 


为 此 目的 ,我 们 先 用 一 般 参 数 表 达 向 量 x ,x”，x”, x 和 
二 不 变量 kz 的 阶 数 分 布 情 况 ， 令 
【天守 元 ) 4 一 pp, (4.11) 
以 (4.3) 便 有 x 一 Xp, x 二 gg? 十 9X = pI 十 3Epgp? 十 
XPP TBP) XT 一 Rpt 十 Xpp! 十 E49P 十 ?PP )+E (Pp? 
十 406 和 9 十 PP)， 由 此 可 见 ，x 是 3 阶 ; x xz xy 是 4 阶 ， 
5 阶 ，6 阶 。 实 际 上 ,从 最 高 项 
ps Pp, PP!, Pp 
便 可 有 明了， 所 以 
RCs) 一 《xx ) = p(x — PE,Y, x” ) (4.12) 
是 5 阶 : 而 式 :) 则 是 56 阶 ， 经 过 计算 ,我 们 有 
Rp) 一 P(ErE) + 3pP ERE) 一 pA4GP — ll)(XEE), 
(4.13) 
而 且 由 (4.11) 看 出 : 
和 一 x ”十 Kx = x — {gp (err) pq 十 -… 全 
一 xz” {yp +) (4.14) 
是 一 个 和 曲线 仿 射 不 变 地 相 联 系 着 的 4 阶 向 量 。 这 样 ， 我 们 获得 
(A. Winternitz) 一 个 4 阶 活动 不 变 三 脚 形 : 
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X= x 
TT 和 (4.15) 
x 一 x + 一 2 
现 将 ( 4.15 ) 两 边 导 微 ,并 参照 (4.6), 便 得 到 
Xl = 了 
X=X m 2X3 一 关 和 ， 
4 (416) 


以 一 2" 十 万 十 和 x 一 (< 一 中 aa — x. 
4 4 4 4 ~ 


油 此 可 见 


hh (4.17) 
部 是 5 阶 ， 导 来 方程 采取 如 下 的 形式 : 


Xi 一 十 因 *， 
x = hx 本 十 xs， (4.18) 
: 2 一 bx hx a*, 

可 是 在 这 里 产生 这 样 一 个 问题 ， 能 否决 定 一 个 更 低 阶 甚至 还 
有 同 阶 的 另 一 个 三 脚 形 呢 ? 回答 是 否定 的 。 为 了 证 明 这 个 事实 ， 
我 们 指出 所 论 三 脚 形 x ,x2,x3 的 一 个 重要 人 性质 : 

如 果 有 两 条 曲线 x (s) 和 ? (5*) 在 点 := wo 处 共有 活动 三 
脚 形 xi《s0) 一 mi， 那 末 它们 在 x(a) 二 y (so) 必须 有 四 阶 密 
切 。 

我 们 把 曲线 x(s) 归 范 化 ,就 是 说 ,选取 我 们 的 仿 射 轴 系 使 得 
它 以 x(s0) 为 原点 ， 而 且 它 的 三 轴 单 位 向 量 顺 次 重合 于 xi (s0)， 
XX50)，XX 0)， 然 后 把 +X(x1)，xs(x1) 展开 为 ni 的 寡 级 数 ， 

这 样 一 来 ,我 们 有 x so) 一 xi0 一 0 (i 1,2,3) 和 


4 一 1 一 0 4 入 十 外 入 一 0,x 光 一 一 包 ， 
4 4 
区 一 0 敬一 1 壤 十 外 吉 一 5， 培 一 9， (4.19) 


和 1 
= 


从 方程 
XV ix — kx, x = rx (tt)x — kx 
还 得 出 | 
1 ha 的 在 
xl 一 一 1 xi0 一 一 如 十 一 ， 
. (4.20) 
x = 0, rh = —ko, 

2 关于 :一 9 的 寡 级 数 展开 或 更 简单 地 当 jo ~ 0 时 ,关于 * 的 
展开 是 

和 了 


Pe 一生. 
31 4 


我 们 把 它 反 展开 为 
二 <“ 
314 41 


利用 (4.19) 和 和 (4.20) 的 结果 ,终于 获得 展开 式 
x2ax1) 一 和 多 一 外 十 ………， 


i (4.21) 


i 
xal x1) 31 xz 十 2 51 1 十 
设 yx1)，ys《x1) 是 通过 原点 的 另 一 曲线 。 如 所 知 ，(x) 和 
(y) 之 间 在 z 的 * 阶 密切 有 这 祥 的 定义 : 
了 (xza 一 y2) 下 di( xs 一 ya) 
( dxt xd0 u， 2 i xu 
式 中 多 二 1,2,."*,n; 相反 ,对 于 下 一” 十 1 至 少 两 式 中 有 一 个 
不 等 于 0 的 ， 从 此 立刻 导出 上 述 定理 的 成 立 . 
我 们 称 


= 0， 


= ks), b= bls) (4.22) 


为 空间 曲线 的 自然 方程 , 称 包 和 分 别 为 第 一 和 第 二 仿 射 曲率 ， 
f 为 仿 射 挠 率 。 

现在 让 我 们 转 到 4.，Winternoitz 三 脚 形 的 几何 结构 。 我 们 知 
道 : 一 条 空间 曲线 (xz) 在 一 点 x 的 密切 平面 [xi xz] 和 其 切线 面 
了 的 交 线 是 以 x 为 正常 点 的 。 此 时 , 交 线 的 仿 射 法 线 是 x (Weit- 
zenb5ck 1918)。 但 是 ; 通过 幻 线 (xoxt) 的 其 他 平面 * 就 不 是 这 
祥 ，。 它 和 工 的 交 线 是 以 x 为 拐点 的 。 因此 、 交 线 在 xo 的 四 阶 
邻 域 在 切线 上 决定 一 个 射影 不 变 点 P(x)。， 如 果 取 * 使 其 对 应 点 
Pr)》 变 为 切线 (xzoxi) 上 的 无 限 远 点 ,从 (4.21) 式 便 得 知 : 这 时 平 
面 恰恰 是 [xixsjo 【xoxo” ]《 苏 步 喜 1938 )， 

另 一 方面 ,在 这 平面 = 上 沿 方向 为 把 曲线 《x) 平行 投影 到 
密切 平面 上 ,投影 曲线 在 点 xo 的 密切 抛物 线 和 它 有 四 阶 密 切 , 而 


-17 ， 


且 只 限于 这 方向 才 会 是 这 样 . 这 个 事实 从 (4.21) 式 便 可 明了 , 
综合 起 来 ， 我 们 已 经 获得 了 A. Winternitz 三 脚 形 的 几何 结 
构 ， 另 一 几何 解释 可 参照 下 面 习题 和 定理 19 题 . 


§5. 仿 射 空间 曲面 论 大 意 


1. 二 次 基本 形式 和 活动 的 不 变 三 脚 形 


本 节 将 简 述 三 维 仿 射 空间 4 里 一 个 曲面 关于 空间 等 积 仿 射 ， 
变换 的 不 变性 质 , 而 首先 要 在 一 个 曲面 点 确定 一 个 不 变 的 三 脚 形 ， 
使 之 联系 于 曲面 .为 此 目的 ,我们 将 借助 于 一 个 曾经 在 欧 氏 空间 
蜡 面 论 中 出 现 过 的 二 次 微分 形式 . 设 曲面 的 参数 表示 为 


zk = za WV), (8 一 1 2)3) (5.1) 

或 者 写 为 向 量 的 形式 
X= x(w,v). {5.2) 
这 里 必须 对 曲面 加 一 个 限制 ,就 是 关于 #,v 的 二 导向 量 的 向 量 积 
xsXxo 天 0 《5.3) 


如 果 曲 面 上 有 一 条 这 样 的 曲线 x (:)， 使 它 在 各 点 的 密切 平 
面 和 曲面 在 这 点 的 切 平面 重合 ， 那 末 称 它 为 主 切 曲线 〈 或 渐 近 曲 
线 ); 而 且 我 们 有 
. (zxvxo ) 一 0, 《5.4) ， 
”这 个 方程 显然 是 仿 射 不 变 的 。 从 (5.4) 可 了 以 导 岂 一 个 不 变 微分 形 
式 。 实际 上 ， 


因此 ,方程 (5.4) 变 为 


» igs 


2 
Ce i 
dz dt dz: ds 


La + 2Mdudy + Nav 一 0。 (5.5) 
式 中 , 工 ，M，MN 分 别 表示 下 列 行列 式 : 


L 一 《xzoxzoxoc)， 


或 者 


M 一 (xoxoxur) (5.6) 
N = (x,x,xo,). 
这 些 行列 式 和 二 次 微分 形式 
Ladw’: + 2M dudy + Nadv = (XxX, xX, Ar (5.7) 


在 固定 参数 *，” 之 下 都 是 仿 射 不 变 的 ， 而 剩 下 的 是 这 些 在 新 参 
数 4 7 导 和 人 下 怎样 受到 变换 的 问题 . 由 


X55 一 区 3 十 xX, Es 
By 
二 一 Oe Le sd 
Xs 二 xX YX, B5 
得 出 
(XaXrx,) et (XX Xs Ds {5,8) 
或 者 
Lam + 2Mands 十 二 22 = {Ldui + 2M dudv + Nadvi)D, 
《5.9) 
式 中 忆 表 示 雅 可 比 式 
De en, (5.10) 
Bua dv On 


新 参数 元 的 引进 给 二 次 微分 形式 (5.7) 带 来 了 一 个 因子 D， 把 
关于 qd，4d5 的 恒等式 (5.9) 尊 项 等 同 起 来 ， 
LT- {r+ M+) + No oe)D, 


On On 87z67 86885685/ ~ On Oa 

-一 Ou On BuBy OvOu\ +,OvOv 

= Loos + M(t Lo) FE NOs ez] 让 
On 07 6565 8587 BNO02) ” 
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Melo tM (Oar os os) Vs oD. 
从 此 得 到 3 
(LN ~ M) 一 (LN 一 MD. (5.11) 
按照 (5.9) 和 (5.11) 我 们 容易 看 出 ; 除了 符号 而 外 ， 
Law’ + 2Maudv + Ndr _ (XxX,Xs) a7 
上 一 MT [LN 一 MI™ 
是 不 变 的 微分 形式 . 实际 上 ,根据 D 之 0 或 D 二 0 之 不 同 而 使 
二 次 微分 形式 (5.12) 变 换 后 带 上 符号 士 1. 因此, 只 在 同 向 的 新 参 
数 (D >> 0) 导入 下 ,二 次 微分 形式 (5.12) 才 是 不 变动 的 ， 
如 在 欧 氏 空间 曲面 论 中 一 样 , 对 于 酉 圆 弯曲 的 曲面 (EN 一 Mi 
> 0) 我 们 可 以 这 样 规范 化 参数 ,使 工 >> 0， 从 而 N > 0。 如 时 
从 x 朝向 曲面 在 这 点 的 切 平 面 的 一 侧 , 即 曲面 所 在 的 一 侧 的 一 个 
位 置 z 望 去 时 (x, xz 一 xX) > 0， 那 末 在 右手 系 坐标 之 下 x。 
” 必 在 x 的 左边 .当班 面 是 烽 册 地 或 双 曲 地 弯 左 时， 我 们 获得 一 
个 在 已 给 定 意义 下 不 变 的 二 次 基本 形式 〔G，Pick，W，Blaschke 
1917 ): 


{5.12) 


Law + 2 Maudy + Ndv 


Edw t+ 2 Fdudv 十 Gd 一 
[IZN M2] 


一 9， 


(5.13) 
对 于 抛物 地 弯曲 的 曲面 (可 展 面 ，LN 一 M? 一 0) 说 来 , 这 个 基 
本 形式 就 不 存在 . 
这 里 以 工 , M , N 表达 的 三 个 行列 式 和 欧 氏 空间 曲面 论 中 第 
二 基本 形式 仅仅 相差 一 个 公共 因子 。 


令 8 
di = Edul + 2Fdwudyv 十 加 do : {5.14) 
那 未 我 们 可 把 曲面 在 其 点 x 的 切 平面 上 的 点 表 成 
dx du | yar 
二 x 十 并 十 2 《5.15 ) 


其 中 ao:dts dv:ds 可 以 看 做 切 平面 上 的 ( 斜 座 ) 坐 标 ， 因 此 ,我 们 
* 20 * | 


便 得 到 点 


的 轨迹 方程 , 即 二 次 方程 


到 本 2 G( 妈 ) ~ 1 ($.16) 
dr dz di dt : 


在 袖 狠 曲率 的 场合 (EG 一 .F? > 0)。(5.16)》 代表 了 切 平面 上 以 
葛 面 点 为 中 心 的 一 个 灯 贺 ， 而 它 是 在 等 积 空 间 仿 射 变 换 下 和 曲面 
相 联系 着 的 不 变 图 形 。 我 们 就 这 样 把 Dupin 指标 仿 射 不 变 地 姑 
范 化 了 . 

其 次 ,我 们 将 从 二 次 基本 形式 (5.13) 导 出 曲面 《zx) 在 其 点 x 
的 仿 射 法 线 这 一 新 几何 对 象 来 ， 它 不 在 x 点 的 著 平 面 上 ,而 必须 
和 曲面 仿 射 不 变 地 相 联 系 着 ， 以 致 它 商 向量 x。，zx。 一 起 构成 活 
动 三 丢 形 、 令 


y 一 于 ax， (5.17) 
或 者 详细 地 写成 
1 1 1 8 6 2 
pa = 一 人 入 :hone 3 = 
.2 2 VEG— FilBs VEG—F 
E Ox _ FE zx 
DB _ Bu,. (5.18) 
Br VEG—PF: 


式 中 ,人 表示 Beltrami 第 二 微分 子 ,而 且 导 出 放 数 x 与 内 之 间 
的 一 个 不 变 的 也 即 在 新 有 效 参数 a，v 的 引进 下 不 变 的 关系 ， 对 
于 一 个 仿 射 变换 

下 一 ato 十 outi (Ki 1,2,3) 
我 们 得 到 


和 3 HE 


» 2 * 


= ay (si 1,2,3) (5.19) 

这 是 由 于 二 次 基本 形式 不 变 ， 而 且 A 关 于 x 是 线性 的 。 从 此 得 

知 ; 向 量 y 和 曲面 的 不 变 关系 不 仅 是 对 于 等 积 空间 仿 射 变换 ;而 

还 是 对 了 于 非 等 积 空间 仿 射 变换 成 立 的 。 如 果 我 们 采用 反 向 的 曲面 

参数 84，7 以 代替 as，z， 比 方 说 : 也 一 一 1， 那 末 二 次 基本 形 
式 要 改变 符号 ,从 而 y 也 改变 符号 ( 它 的 “定向 ”). 

如 果 只 要 把 仿 射 法 线 的 指向 搞 清 楚 的 话 ， 我 们 不 妨 采 用 那个 

不 是 关于 归 范 基本 形式 Edw? 十 2 Fdudv 十 G4dv? 而 是 关于 和 它 成 

比例 的 二 次 形式 上 de 十 2M dndv 十 Ndv? 的 微分 子 和 A， 这 样 导 

出 的 结果 和 y 只 不 过 相差 一 个 数量 因子 。 当 然 ,甚至 在 (5.18) 中 


的 数 因子 二 也 不 是 主要 的 .以 L，M，N 代替 (5.18) 中 的 EE， 


F，G， 我 们 有 
工 |ZN 一 MRA 0: Nx — Mx, , .8 Lx, Ms}. 
2VLN—M? ‘Bu VIN—M? 6 VLN—M? 
E (5.20) 
此 外 ,还 须 疾 明 y 不 落 在 切 平面 上 .为 此 只 变 算 出 行列 式 (x xvy)。 
. 我 们 最 好 是 采用 (5.20) 式 的 y， 而 且 在 导 微 时 仅仅 需要 到 x 的 
二 阶 导数 . 这样, 我 们 得 出 
(zx 一 [LN 一 Ma 一 12G — Fn, (5.21) 
因为 抛物 的 晶 面 点 是 除外 的 ,所 以 上 式 关 0， 就 是 y 在 切 平面 的 
外 部 . : 
在 椭圆 弯曲 的 曲面 的 场合 ， 我 们 都 采用 所 有 根 号 的 正 号 ， 又 
如 上 所 述 那 样 归 范 化 曲面 参数 x，w 使 得 第 一 基本 形式 为 正定 
( 工 盖 0，LN 一 M?> 0)， 那 末 
L = (XX,Xs) 0，(xoxoy) > 0, (5.22) 


.就 是 说 ， 仿 射 法 线 向 量 指向 切 平 面 的 两 仙 中 曲 庆 记 在 的 一 人 出， 于 
是 我 们 应 该 用 “内 仿 射 法 线 * 的 称号 . 

怎样 引 一 个 椭圆 面 的 仿 射 法 线 呢 2 我 们 可 不 用 计算 而 看 出 ; 
椭 贺 面 的 仿 射 法 线 统统 通过 它 的 中 心 。 因 为 这 个 性 质 是 仿 射 不 变 


" 22. 


了 一 


的 ， 所 以 只 须 对 于 球面 作出 证 阴 就 行 ， 可 是 当 我 们 把 球面 在 其 一 
直径 周围 旋转 时 ,球面 整个 静止 着 ,所 以 在 这 直径 两 端的 仿 射 法 线 
也 必须 静止 不 动 ,因此 重合 于 这 直径 . 一般, 对 于 任何 正则 二 次 曲 
而 运用 仿 射 变换 使 曲面 变 到 它 本 身 ， 我 们 便 可 明了: 仿 射 法 线 永 
远 重 合 于 直径 . 


2. 曲面 的 归 范 表示 和 密切 二 次 曲面 


我 们 选取 曲面 的 一 般 点 作为 坐标 原点 ， 这 点 的 切 平 面 作为 平 
而 =。 ~ 0， 便 可 表达 上 曲面 的 方程 为 下 列 形式 : 


3 pe 十 本 CKPANkA 十 


《4 天 apy aikt 一 agit 一 = 一 4 Gk 
= aniskslt = 1,2) 《5.23》 
式 中 如 同 以 前 一 样 ， 已 省 略 掉 瑟 这 一 记号 ， 另 外 还 可 选取 坐标 

.#1， x2 作为 曲 徊 参数 以 代替 nw，v. 这样 ,在 原点 就 有 

Xu {1,0,0}, Xx, = {0,1,0}; 
dr = aundxt ee azdxi ~ 《5.24) 
而 且 归 范 化 示 标 的 方程 为 
ur? 十 24bpxzlza + qx 一 | ancza 一 0 (5.25) 
现在 ,为 了 把 * 轴 (0,0,1} 放 到 原点 所 属 的 仿 射 法 线 上 去 ， 
我 们 作 下 列 展开 式 : 


工 一 3 = ayt Cliitl 士 Clx2 '**, 

dx 
M=- a 十 4inf1l 二 a Se 

py 了 121X1 1233 » (5.26) 
N= i a i 和 

dxi 


设 原点 的 仿 射 法 线 重合 于 x 轴 , 那 就 必须 对 于 x 二 x3 二 0 也 成 立 
| = 0, y=0 
或 者 按 (5.20) 写 成 


8 N 8 M 


VIR oR | G2 
Ba M  _ I ,=0 


ariwWTIN 二 NM Or VELN—M? 
如 果 注 意 到 工 ,M;,N 都 是 x 关于 xxa 的 二 阶 导数 这 一 事 , 便 
可 化 简 这 些 方程 为 

9 1 8 1 


NO. -Ma 一 一 -= 
mV LN 一 2 82V EN 一 (5.28) 
日 1 [a 1 

MO L000. 
OrMLN— M? Orr/ LN — M? 


可 是 这 一 线性 齐 次 方程 组 的 行列 式 LN 一 M? 不 等 于 零 , 所 以 必 
须 成 立 


8 (LN 一 MI 一 0,-9(LN 一 MI 一 0 (5.29) 
Ox Dr 


从 (5.26) 代 人 工 ,M:N 的 值 ,我 们 获得 
42401 一 22l212 十 414122 一 0， } : 


(5.30) 
Ana — 2audm 十 auazm 一 0。 


如 果 引 进 记 号 
p= Cikxikk 由 一 Cai (isksl = 1,2), (5.31) 
我 们 便 可 按 容易 明白 的 记号 写 出 
[am ae 2 Om Op | Ope 
12\0xi Ox? OxriOr; OriOx; Hx? Ox? 
2 
-ee 
一 《sanl 一 2anam + auam)xs 
+ (apa 一 2anem + anem)r2. {5.32) 
因此 ，、x， 轴 是 仿 射 法 线 这 一 事实 便 被 表 成 : 


0888 8 a : 
( 守 Ox Ox1 Ax; (9， $) (5:33) 


是 恒等式 .二 次 形式 中 和 三 次 形式 中 之 间 有 这 种 联系 ， 这 按照 其 


2 和 = 


几何 意义 必须 对 于 x1!，x; 的 线性 齐 次 荀 换 是 不 变 的 。 当 一 个 三 
次 形式 和 一 个 二 次 形式 (5.31) 的 系数 满足 方程 (5.33) 时 , 称 这 二 形 
式 互 为 " 反 极 "“， 方 程 (5.33) 称 为 " 反 极 条 件 ”. 

在 帮 贺 曲率 的 场合 , 我 们 采用 示 标 (5.24) 的 二 共 轿 半径 的 端 
点 作为 二 坐标 轴 {1,0,0} 和 {0,1,0} 的 单位 点 ,因而 

au 王 1, a= 0, san™= 1., 
关系 式 (5.30) 这 时 化 为 
emt am™= 0, 4mt+ aw™— 0, 
这 样 一 来 ,我 们 已 化 所 论 曲 面 的 展开 为 下 列 形式 : 
一 他 十 光 十 axi 十 35x3xy -一 32xty2 -一 百 x3 i 
6 

为 了 进一步 简化 ,我 们 可 在 不 影响 运 今 的 限制 而 作 下 面 的 等 
积 仿 射 变换 | | 


Xa 


(5.34) 


xz1 一 zkcosg — x* sin 0, 


x = Xx*sinO + x cosd, {5.35) 
3 ™ x 


我 们 于 是 获得 同样 的 展开 式 ,只 是 代 堆 a，& 的 表示 变 为 
a* 一 dcosi0 + 3beos’l sinO 一 3acosOsin’d 一 bsin’B, | (5.36) 
Bb* = bcos 一 3acos'd sinO — 3bcosOsin’d 十 asin’0, 

在 任何 场合 ,我 们 总 可 找 出 实数 8， 使 得 5* 一 0。 因 此 , 我 们 获 

得 Pick 所 给 出 的 曲面 在 其 椭 画 曲率 点 的 归 范 展开 : 


2 2 i 2 
二 ‘+ we. .(5;,37) 


假如 从 最 后 方程 出 发 而 作 (5.35 ) 的 变换 , 那 末 赖 以 决定 角度 
8 的 方程 ,不 是 (5.36) 而 是 | 
cky = Cecosefcosi — 3sin’:d),. csinglsin20 — 3c0s’0) = 0, 
如 类。 去 0， 那 末 好 8 ~ 土 V 3 ， 于 是 我 们 比方 可 取 
cos0 一 5 sin 间 = . cos0 一 本、 
4 4 2 


从 而 ce* 一 一 c， 


125% 


综合 起 来 ,我 们 得到: 

当 c 关 0 时 , 恰 谷 存在 示 标 的 三 条 直径 , 使 得 以 名 直径 为 因 
轴 而 给 出 归 范 的 曲面 形式 来 ， 这 些 直径 将 称 为 曲面 的 Darboux 切 
线 ， 
i 那 来 这 三 直径 相交 
于 9 一 全 .另外 ,在 适当 的 归 范 方程 形式 选取 下 还 可 改变 <。 的 符 


号 。 因此 , 。 ? 是 曲面 点 关于 等 积 仿 射 变换 的 一 个 不 变量 . 
上 述 的 推导 方法 经 过 稍 许 的 变更 也 适用 于 双 曲 曲率 的 场合 
{LN 一 M? < 0) 而 给 我 们 带 来 了 下 列 两 种 归 范 方程 形式 : 


4X3 一 二 (于 一 好 ) 士 Ct 十 3xix3) 十 。 (5.38) 
23 一 人 一 x) 十 (a 十 xz 十， {5.39) 

或 者 ， 当 我 们 以 示 标 的 二 渐 近 线 为 坐标 轴 了 时 ， 
t+ 2 , (5.40) 


太一 si 十 二 对 二 | {5.41) 


现在 ,我 们 转 到 密切 二 次 曲面 5; 的 讨论 , 借以 导出 仿 射 法 线 

的 直观 解释 、 设 5S; 在 原点 与 平面 x; 一 0 相 切 ， 它 的 方程 为 
好 十 2(4xi 十 Bi 十 C)xzs 十 唱 一 0， (5.42) 
式 中 4, B,C 为 常数 ， 而 且 吕 表示 x1, xz 的 二 次 形式 . 这 是 因 
为 ，xs 展开 为 xixaz 的 客 级 数 时 , 必须 是 从 二 次 项 开始 的 ， 通 过 

(5.42 ) 解 z%， 便 有 
xz 一 一 二 十 …- (5.43) | 
现在 设 5, 和 曲面 (5.37) 二 阶 相 切 ,必须 成 立 
9 


A og «1 十 Xi 


我 们 知道 ,曲面 


* 26% 


好 十 2(4xzr 十 Bt 十 C)rs 一 Ci 十 妇 )m0. 
的 中 心 z 满足 方程 
Az; = Cra, Bz = Cz, 
zs 十 4zl 十 吾 zz 十 了 一 0， 


四 ” 
因此 , 凡 具 有 已 知 中 心 z 而 且 和 曲面 (5.37) 二 阶 相 切 的 5 
《简称 密切 S) 的 方程 是 
《好 十 好 十 的 ) 妇 一 2030X4 十 32kz 十 oa)s3x2 


十 s(xf + 好) 一 0. 《5.44) 
设 V 是 这 椭 贺 面 的 体积 ,我 们 经 过 计算 得 出 * 
y= 笃 太 , (5.44) 


一 般 ,我 们 定义 空间 一 点 z 到 曲面 点 xCLN 一 M: 关 0) 的 
仿 射 距离 为 
(zx 研一 工 ) 
[LN 一 ML 
从 此 交 刻 看 出 恰 等 于 点 z 到 曲面 点 的 仿 射 虐 离 p， 由 (5.44》 
可 见 


p= (5.45) 


证 三 部 (5.46) 


为 了 找 出 一 个 密切 3 和 曲面 在 原点 邻 域 中 的 交 线 ， 我 们 招 
(5.44) 中 的 “展开 为 mm，x 的 等 级 数 而 得 天 


12 设 曲面 的 方程 为 aiwxixk 一 四 ro 二 1(i, 丰 一 0,1,2,3)， 吕 为 4 的 行列 式 ， 
4om 为 ao 的 余 因 子 , 那 末 


3 
4 区 Le 


27 


:好 十 好 《3 十 x3)(gixt 十 sazz) 二 
2 223 

从 此 和 归 范 公式 (5.37) 边 边 相 减 , 便 得 到 交 线 在 原点 的 切线 方 商 

zx1;x; 的 方程 


3 


(5.47) 


ES 《zj 一 3xlx3) 一 交 (xz 十 zi) (rs! 十 zasz)y (5.48) 
3 


所 以 交 线 在 原点 有 三 重点 。 

我 们 将 研究 如 何 选取 中 心 . z， 使 得 在 原点 的 这 三 切线 重合 一 
致 ， 这 时 ,方程 (5.48) 必 有 三 重 根 ri:xa， 也 就 是 ,除了 方程 (5.48 ) 
而 外 ,还 要 满足 它 关 于 zx 或 x 的 一 次 导 来 和 二 次 导 来 方程 ; 


一 和 (zx 一 好) 一 二 (3xig1 十 2xlxasz 十 z3sl)。 
2 223 


CXY1Y1 一 (x + 2xtx2zl 十 3x3s2z)， (5.49) 
3 


er 一 3K18] + Y2g2 十 erig3 一 Kg1 十 3x2g2。 


最 后 二 方程 相 加 , 便 可 断定 : 对 于 三 重 切 线 必 有 


zlg1 十 X222 一 (5.50) 
而 且 代 人 (5.48) 后 又 有 : 在 c 关 0 的 场合 成 立 
Xi— 3xt1 = 0, 《5.51 ) 


所 以 这 三 重 切线 重合 于 Darboux 切线 。 这 恰恰 是 Darboux 用 以 
导出 这 些 切 线 的 方法 . 
因为 这 三 切线 是 同 权 的 ,所 以 我 们 不 妨 取 其 一 例如 切线 zi 一 0 
来 研究 ， 从 (5.50) 得 出 22 "= OQ, 而 从 (5.49) 第 一 式 又 有 2 Cos 
一 0， 我 们 容易 验证 : 凡 中 心 在 这 直线 上 的 各 密切 8;:， 和 所 论 申 
面具 有 一 条 安 线 , 而 这 交 线 在 原点 有 三 重 切 线 xi 一 0。 相应 地 对 
于 三 切线 
zx 一 0:1:0， 
XI XI XT 一 + 3:1:0, 
Xl: KI Ky = —/ 3:1:0, 
我 们 分 别 获 得 有 关中 心 所 在 的 三 真 线 
» B+» 


si: 23— C10:1, 
&12 $2 3 一 ci—ceV 3:—2, 
zl 22:83 一 5 十 eV 3 一 2 


上 上述 的 Darboux 切线 的 几何 解释 也 表明 了 , 这 些 不 仅 关于 仿 
射 变换 和 而且 还 关于 射影 变换 都 是 不 变 的 ， 如 果 使 这 三 直线 和 平面 
x 一 1 相交 , 那 末 三 交点 和 原点 构成 的 四 面体 的 体积 等 于 (MV 3 : 
4) “2 《不计 符号 )。 这 就 是 e 的 一 个 几何 解释 ， 

当 2 一 0 时 ,我 们 按照 双方 主 切切 线 或 其 一 方 和 曲面 三 阶 相 
切 之 不 同情 况 而 区 分 为 实质 上 相 异 的 两 种 场合 ， 为 了 三 阶 密切 8 
的 存在 ，c? 一 0 是 必要 而 不 是 充分 条 件 . 一 般 说 来 ,我 们 有 : 

设 在 一 个 曲面 点 (LN 一 M? 六 0) 存在 一 个 至少) 三 阶 相 
切 的 S， 那 未 曲面 方程 必须 具有 形式 


= (en 十 2avtirz 十 anx3) 十 [4]，anadw 一 ai 闫 0 


(5.52) 
式 中 [4] 表 示 关 于 xz 至 少 是 4 次 的 项 , 而且 这 时 必 有 这 样 三 
阶 密切 5 的 一 个 单 参数 族 ,其 中 心 则 落 在 仿 射 法 线 之 上 ， 
这 个 结果 早 在 1873 年 为 Ch、Hermite 所 发 现 。 关于 仿 射 曲 
面 论 的 几何 结构 问题 ,在 第 三 章 中 将 有 较 详尽 的 叙述 . 


3. 三 次 基本 形式 和 主 切 参数 表示 下 的 导 来 方程 


在 前 一 分 跨 里 我 们 已 阐明 了 三 条 通过 曲面 点 而 和 曲面 有 不 变 
联系 的 切线 的 存在 。 所 以 这 就 涉及 二 次 微分 形式 而 外 还 有 一 个 三 
次 不 变 微 分 形式 的 问题 , 使 后 者 的 零 曲线 和 “Darboux 切线 相 切 ， 

我 们 对 于 任何 非 可 展 的 解析 曲面 (LN 一 M? 去 0) 都 可 采用 
主 切 曲 线 为 参数 曲线 ， 以 简化 有 关 的 公式 ， 为 了 要 在 实数 领域 内 
”讨论 问题 ,以 下 先 假定 LN 一 M2 < 0. 这 一 来 , 上 一 N 一 0, 而 
且 归 范 化 参数 使 M > 0; i 的 正平 方 根 。 于 是 二 次 基 
本 形式 具有 形式 
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gq = 2VM dudv ~ 2Fdudo, (5.53) 


现在 ,根据 G，Fubini (1916) 对 射影 曲面 论 的 方法 和 G. Pick 
(1917) 对 仿 射 昌 面 论 的 类 似 方法 ,我 们 定义 三 次 微分 形式 如 下 : 


由 一 dp, . (5.54) 
实际 上 ， 
(Kx, BR) 【No dH + 3 XX uN dd 
F F - 
二 BKXs N00 Jrd + (XxX dr 
: FE 
+ 3F{(dudv + dudiv), {5.55) 


于 dg = 3(Fuduidv + Fdudy’) + 3F(diudy + dudv). 
(5.56) 
所 以 两 者 之 差 同 微分 zu 和 dz 无 关 , 而 因此 

pb- Adw + 3Badwayv + 3Cdudv + Dav’ (5.57) 

是 dun，dv 的 三 次 微分 形式 .这 里 ， 
让 En ， B = (XeXe xuuo) F,, 
C= El wD (Xux, Xeoo) 人 

可 是 二 系数 BB 和 C 都 等 于 零 . 为 证 明 这 一 事实 ,从 


二 《xsxvxue) ey 0, F? 一 (xxoxuo)， Mm (xsx,xvs) w= 


. 《5.59 ) 
和 x。X xs 关 0 首先 得 出 | 
Xow 一 0X， 十 bX No 一 CX 于 dxv。 (5.60) 
[S 
(Xu Xu,X uo ) 0， (XX Xs ) 0。 (5.61) 


对 恒等式 (5.59) 导 微 , 并 通过 (5.61) 简 化 ,结果 是 
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&) (KXusXun) t CXuXsX,nn) 一 0 
(xuooxoun》 十 【Xeon 一 03 
8) (xxoxsr) + (xxxoss) 一 2FF 
了 了 ) 《xozroxXue)》 十 (xuxuxure) 一 2FF,; 
5) (xsxuvxop) 十 (xxXoxoor) — 0, 
(xuoxoxop) 十 《xsxoxooo) 一 0. 
现在 ,一 方 把 前 三 方程 而 男 一 方 把 后 三 方程 边 边 相 加 ， 
(KuxXiXsns) 一 PE 一 —(XXsnXso ), | 
(xuzux.vv) 一 下 下 ,。 一 一 (xsxuoxor)。 ] CE 
从 (5.58) 和 (5.63) 便 得 出 8 一 0，C 一 0, 而且 由 采取 简单 形式 
v= Adw + Dadv’. | {5.64) 
又 从 (5.358) 和 (5.63) 求 出 公式 (5.60) 中 的 a, 5、 c,d。 我们 有 


“Tun = Ee, + 人 x,, 
F 五 


(5.62) 


De (5.65) 
Lt F 3 F La 
因此 ,按照 (5.58) 得 到 
(Ku XunXuny ) I 十 4 
Ce je Dt } 3:66) 


这 里 必须 独 出 ，P 和 中 之 闪 成 立 反 极 关系 ,就 是 ; 
GA—2FB+EC = 0, 
GB —2FC+ ED=0, | 
因为 在 主 切 参数 的 选取 下 ，E 一 G 一 8 ~ C 一 0， 所 以 满足 了 
反 极 关系 .这 时 ,Pp 和 几 之 闻 有 一 个 不 变量 


1 一 上 符 . (5.67) 
称 它 为 Pick 不 变量 ， 了 和 (5.40) 中 的 。 之 间 的 关系 是 。 
Ns. (5.68) 


2 
另外 , 仿 射 曲面 法 线 向 量 y 在 主 切 参数 选取 下 可 表 成 [参照 
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由 


(5.17)] 


此 
一 一 S.69 
人 (5.69) 


我 们 把 这 方程 同 (5.65) 写 在 一 起 , 使 之 形成 一 组 关于 仿 射 曲面 论 
的 Gauss 类 型 的 导 来 方程 : 


Xs a Fs EE 十 A4 7%,, 
F F 
xx 一 Fy, (5.70) 
Xp . rf, ye 
从 第 二 方程 得 到 
(xsxoy) 一 十 也。 (5.71) 


为 了 使 x 的 高 阶 导 阔 数 能 够 在 三 脚 形 x。，x,、y 中 得 到 表示 ， 
我 们 还 须 使 用 仿 射 法 线 向 量 y 的 一 阶 导 函数 的 有 关公 式 ， 除了 
Pick 不 变量 / 而 外 , 二 次 基本 形式 的 Gauss 曲率 5 显然 也 是 一 
个 仿 射 微分 不 变量 ， 从 (5.53) 容 易 算 出 


1 OF -FoF2 FE 
F Ou0v pi 


S 一 一 


为 了 方便 起 见 , 令 


(5.72) 


Ss—J=H. : {5.73) 
那 末 。 通过 对 《5.70) 的 第 一 和 第 二 方程 分 别 关 于 "和 导 微 并 利 
用 (5.70) 本 刁 ,我 们 得 到 


xue 一 一 Psx, + (4) x, + F, y+ 4(2 x x.)， 
F ~ F\F F 


Xunvr 一 +Poy + Fys. 
对 于 (5.70) 的 第 二 和 第 三 方程 ， 我 们 相应 地 得 到 
ups 一 二 Foy 十 Fy,, 
了 DB ,4 
Kuve ™ 人) = = Xx 十 各 Xn 十 F x,) 十 Fy, 


把 上 列 关于 uv 和 和 Tuve 的 和 名 两 套 表示 等 同 起 来 ,并 参照 (5.67) 


ea 32 4 


bd 


和 (5.73) ,我 们 获得 第 二 组 导 来 方程 ， 即 仿 射 曲面 论 的 Weingarten 
导 来 方程 : 


F 


了 v = + X, HX,, 


yu ™ Hx, xs 
(5.74) 


”3 和 y,， 从 而 曲面 向 量 的 所 有 阶 导 函数 ， 也 都 可 通过 二 次 基本 
形式 和 三 次 基本 形式 的 各 系数 ， 以 及 它们 的 导数 而 得 到 表示 ， 所 
以 , 只 要 F，4, 了 作为 4, z 的 函数 为 已 知 的 话 ,曲面 除了 空间 
等 积 仿 射 变换 而 外 是 确定 了 的 ， 可 是 ,由 于 方程 组 (5.70) 和 (5.74) 
在 任意 选取 下 ， 4， 之 下 是 不 可 积分 的 ,这 些 本 数 必须 满足 一 
组 可 积分 条 件 . 

实际 上 ,我 们 从 (5.74) 求 得 两 守 不 同 的 了 那 本 ,通过 (5.70) 
把 它们 写成 


.= | -如 + 2 ex + A + HFy, 


人 


re 


D4 ~ 1(2.), (5.75) 


这 就 是 Codazzi 方程 的 仿 射 类 似 ， 

反 过 来 ， 当 二 基本 形式 p， 的 系数 ,4, DD 满足 可 积分 
条 件 (5.75) 时 ,除了 空间 等 积 仿 射 变换 而 外 , 我 们 可 以 唯一 地 决定 
一 个 曲面 使 x， 做 它 的 二 次 和 三 次 基 木 形式 ， 

作为 本 节 最 后 的 也 是 本 章 最 后 的 两 个 课题 ， 我 们 将 简 述 仿 射 
曲率 线 各 仿 射 极 小 曲面 的 定义 和 主要 性 质 ,以 便于 后 文中 的 应 用 . 

当 治 曲面 的 一 条 曲线 所 引 的 仿 射 法 线 构成 一 个 可 展 面 时 ， 就 
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称 它 为 仿 射 曲率 绥 。 如 下 文 所 示 ， 曲 面 上 一 般 存 在 两 系 共 箔 的 仿 
射 曲 率 线 ， 而 且 在 各 曲面 点 (LN 一 M’? 冯 4) 有 二 仿 射 主 曲 率 
上 和 土 ， 
R, Rz 
zo—x++ Ry (5.76) 
表示 仿 射 主 曲率 中 心 ， 其 中 尺 称 为 仿 射 主 昌 率 半径 .根据 上 述 定 
义 , 沿 各 仿 射 曲率 线 必 成 立 
dz dxt+ Rdy +dR*y= 1y, 

好 
dx + Rdy + (dR — Ah)y = 0, 
可 是 按 (5.747 和 x。,X。,y 的 线性 无 关 性 ， 我 们 有 1 一 4R， 从 而 
沿 一 条 仿 射 曲率 线 | 

dx + Rady = 0. 《5.77 ) 
这 就 是 Olinde Rodrigues 公式 的 仿 射 扩充 ， 从 此 得 知 : 仿 射 曲率 
线 的 微分 方程 是 


= po de? = 0, 和 (5.78) 
而 且 二 仿 射 主 曲率 1/ Ri，1/R 是 方程 、 
i 
2 (57) 


的 二 根 ,我 们 特别 指出 仿 射 平均 曲率 和 仿 射 总 曲率 

i a TN Ld re dD 

(0 dy a 
同 敬 和 空间 曲面 论 中 所 述 的 一 样 ,我 们 定义 
局 一 上 [LN 一 M’?|Y dwav 一 和 iEG 三 F’?|Viadnav (5.81) 


为 仿 射 表面 积 ,特别 是 ,在 主 切 雁 数 选取 下 ， 


a | Fadudv (5.82) 
而 且 定 义 变 分 问题 38 = 0 的 和 极 信 有 曲面 为 仿 射 极 小 曲面 , 那 末 这 


种 曲面 的 特征 就 是 仿 射 平均 曲率 恒 为 零 ; 
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1 好 一 0. (5.83) 

G. Thomsen (1923) 证 明了 一 个 有 趣 的 定理 : 如 果 极 小 曲面 
同时 也 是 仿 射 极 小 曲面 , 那 末 它 必然 是 Bonnet 曲面 或 Enieper 曲 - 
面 ， 这 就 是 说 ， 这 种 极 小 曲面 的 特征 是 它 的 所 有 曲率 线 为 平面 曲 
线 ， 著者 (1927) 用 了 极 小 曲面 的 曲率 线 同时 也 是 仿 射 曲率 线 的 另 
一 前 提 , 同 样 到 达 了 同一 特征 。 


习题 和 定理 


1. 在 欧 氏 空间 中 ， 凡 使 两 点 间 的 更 离 不 变 的 连续 变换 群 必 是 
运动 群 . 

2. 在 仿 射 空间 中 , 凡 使 点 变 到 点 ,平面 变 到 平面 从 而 直线 变 到 
直线 ,而 且 保 持平 行 福 的 连续 变换 群 必 是 仿 射 变换 群 ， 

3. 设 在 平面 曲线 上 的 一 个 正常 点 的 切线 左 侧 引 切线 的 平行 线 ， 
使 与 曲线 相交 于 两 点 ， 并 称 两 点 连 线段 的 中 点 轨迹 为 曲线 在 其 一 
点 的 重心 线 .证 明 重 心 线 在 曲线 点 的 切线 重合 于 曲线 的 优 射 法 线 ， 
又 证 明 所 有 重心 线 变 为 直线 的 曲线 必须 是 二 次 曲线 ， 

| (Bertrand 1842) 

4. 假如 一 条 平面 曲线 在 各 点 的 普通 法 线 与 仿 庙 法 线 构成 定 
角 ， 试 证 明 上 曲线 是 对 数 巍 线 ， (Kubota 1927) 

5. 设 一 平面 曲线 段 的 仿 射 曲率 是 仿 射 弧 长 的 单调 北 增 ( 减 ) 阮 
数 . 试 证 曲线 的 沿 其 各 点 的 密切 二 次 曲线 一 定 是 一 个 包括 (被 包 
” 括 在 ) 一 个 地 分 布 的 ，. 

6. 试 决定 常 仿 射 曲率 必 一 const、 和 加 一 const 的 空间 曲线 . 


7. 试 论 仿 射 空间 类 似 Bertrand 上 曲线， (Ogiwara 1927) 
'8. 试 论 仿 射 空间 类 似 Mannheim 曲线 ， ( 方 德 柱 1936) 
9. 具 有 :一 0 的 空间 曲线 的 一 个 特征 是 ， 它 的 仿 射 主 法 线 和 
一 定 平面 平行 。 | (Cech 1923) 


10. 设 x 是 精 圆 曲率 曲面 8 的 一 点 。 在 x 的 邻 域 里 指向 急 
平面 正方 向 的 地 方 引 切 平面 的 平行 平面 使 与 3 相交 于 一 个 凸 闭 
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曲线 。 设 e 是 这 凸 闭 曲线 所 转 成 领域 的 重心 ， 称 曲线 (ce) 为 点 
x 所 联系 的 重心 线 、 证 有 明 这 重心 线 在 x 的 切 线 重 合 于 S 在 x 的 
仿 射 法 线 . (Pick, Blaschke 1917 ) 

11, 设 5 为 解析 的 机 加 曲率 曲 而 、 如果 在 S$ 的 任 一 点 x 的 切 
平面 邻近 3 引 平 面 使 与 5 相交 于 一 曲线 ,而 且 后 者 是 有 心 的 , 那 末 5S 
必须 是 二 次 曲面 ， 《Blaschke 1918) 
”12. 在 一 个 非 抛 物 弯曲 的 曲面 (LN 一 Mz 过 0) 的 任 一 点 ,如 
果 至 少 月 一 个 三 阶 密 切 的 二 次 曲面 ， 那 末 曲 面 本 身 必 定 是 二 次 曲 . 
[a 多 | (Maschke 1902) 

13, 设 C 为 已 知 曲面 x(w,v) 在 其 一 点 x(0,0) 的 密切 5; 和 
曲面 的 交 线 . C 在 x(0,0) 的 切线 拼 三 小 组 当 且 仅 当 与 主 切线 成 
反 极 关系 时 , 才 成 为 Darboux 著 线 拼 三 小 组 ,而 且 有 关 的 5; 的 中 


心 落 在 x(0,0) 的 仿 射 法 线 上 . (Berwald 1921) 
14. 如 果 一 个 曲面 的 普通 法 线 和 仿 射 法 线 相 重 合 , 那 末 它 必须 


是 常 总 曲率 的 曲面 ,而 且 反 过 来 也 成 立 ， (Grambow 1922) 
15, 凡 具 有 直线 的 重心 线 的 止 闭 曲 面 一 定 是 椭 球 . | 

l (Blaschke 1917) 

16. 设 一 条 空间 曲线 (M ) 的 《二 0， 通过 点 M 且 有 密切 线 

性 从 的 直径 方向 的 直线 可 引 密 亡 二 次 锥 面 天 的 两 张 实 切 平 面 。 设 
了 是 仿 射 法 平面 关于 密切 从 零 系 的 极点 ， 义 通过 P 引 上 述 两 平面 
的 平行 平面 ， 使 和 仿 射 副 法 线 相交 于 点 2 和 R。 试 证 明 四 面体 
MPOR 的 体积 等 于 1/C61k1”). (FHaack 1934) 
17. 设 一 条 空间 明 线 (M ) 的 万 沁 0, 在 点 M 作 密 著 三 次 抛 
物 线 C 和 密 转 锥 面 K; 它们 除了 顶点 外 , 还 相交 于 二 实 点 41 :和 
4;， 假 如 在 其 中 一 点 作 C 的 密切 平面 , 使 之 与 三 脚 形 (x x” x”) 


的 三 脚 相 交 , 那 末 所 形成 的 四 面体 体积 等 于 2 (Santalo 1946) 

18. 设 一 条 空间 曲线 (M ) 的 仿 射 副 法 线 和 其 仿 射 法 平面 的 

包 络 面 的 交点 为 B， 又 设 过 B 引申 线 在 点 M 的 切线 的 平行 线 , 使 

之 与 密切 锥 曾 K 相 交 于 点 C， 那 末 联 系 到 前 题 中 的 点 41, 43 
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证 骨 四 面体 {M 4,BC} 和 {M428C} 的 体积 都 等 于 二 11|-? 


《Santaio 1946) 

19. 试 证 Winternitz 三 脚 形 的 另 一 特征 :  a)》 由 五 条 邻近 切 
线 决定 的 密切 线性 直线 从 的 轴 向 是 线性 依赖 于 x; 和 x 的 ，b) 
原 曲线 沿 -个 与 . [x x;] 平面 平行 的 方向 而 在 密切 平面 上 的 平行 
投影 是 以 x; 为 仿 射 法 线 的 .ec) 特 别 是 , 当 投 影 方向 平行 于 z 时 ， 
投影 曲线 是 以 抛物 线 作为 其 密切 二 次 曲线 的 。 (Cech 1923) 


第 二 章 
仿 射 平面 曲线 论 中 的 若干 整体 问题 


$ 1，Blaschke 不 等 式 


WW，Blaschke 继承 J，Steiner 和 .Minkowski 的 业绩 , 而 在 
仿 射 微分 几何 中 对 西 闭 则 线 ( 以 下 称 郁 形 线 ) 和 凸 闭 曲面 (以 下 称 
孵 形 面 ? 论 作出 了 很 大 的 发 展 。 这 里 首先 叙述 如 何 利 用 Steinee 的 
对 称 化 来 讨论 得 风 的 一 个 航 值 狂 质 的 过 程 ， 尽 管 这 个 问题 同 我 们 
的 主要 研究 对 象 , 即 微分 几何 的 关系 不 是 那么 密切 的 ， 

在 本 段 里 ,我 们 仅 讨 论 一 个 没有 直线 段 和 角 点 的 卵 形 线 如 ， 
设 A>0 为 内 接 于 必 的 最 大 三 角形 的 面积 ， 下 为 由 所 图 成 的 
领域 .VY 的 面积 ，。 Blaschke (1917》 证 明了 下 列 定理 : | 
一 个 卵 形 线 所 转 成 的 领域 的 面积 与 内 接 于 它 的 最 大 三 角形 
的 面积 A 之 间 存 在 关系 式 
4xA 一 3W3F20， 


而 县 等 号 当 旦 仅 当 卵 形 线 为 酉 图 时 成 立 。 

证 了 明 方 法 主要 是 Steiner 的 对 称 化 , 就 是 ,对 于 旷 形 领域 .A 进 
行 x; 轴 方 向 的 对 称 化 ， 使 其 平行 于 xm 轴 的 各 弦 商 所 在 直线 移 
动 ,直到 弦 的 中 点 落 在 x! 轴 上 之 时 为 止 (图 4)》， 于 是 被 移动 的 蓄 
充实 了 一 个 领域 A*， 它 仍然 是 一 个 卵 形 领域 ,而 且 有 同一 面积 
FD, 

现在 ,我 们 首先 证 明 : 


1) 关于 Steiner 对 称 化 > 读者 可 参 游 W. Blaschke: Kreis und Kugel, 
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(1) VW 的 最 天 内 接 三 角形 面积 A* 等 于 或 小 于 A 的 最 大 
内 接 三 角形 面积 A(A  A*)， 


”， 设 a*b*c* (图 4) 是 内 接 于 .2* 的 一 个 最 大 三 角形 , 它 的 面 

积 为 A*， 又 设 a*8*5y 是 关于 zx， 轴 对 称 的 三 角形 ,其 面积 也 是 
A*。 如果 a 的 坐标 是 a1, a;， 而 且 4 的 坐标 是 ci, 天 ， 等 等 , 那 
.未 我 们 有 ; 


1 Al1 好 2 1 如 1 A = 1 gl1 dG 2 
1 pb1 bs 一 il br z, 二 ]1 bl pb; pint ER 中 { 1,1) 
i C1 C2 1 eit Za 1 C1 0 Za 


这 等 式 的 右边 对 于 对 称 化 显然 是 不 变 的 ， 所 以 有 关 的 几 个 三 角形 
面积 的 绝对 值 之 闻 成 立 下 列 关系 : 

|apc| + [255| 一 | sbecs| 十 |2*B*E*| 一 2A*, 《1.2)》 
可 是 |abc! 委 入，|1585| 委 A， 所 以 我 们 得 出 所 要 的 结果 A* 安 
A。 为 了 后 文 的 需要 ,我 们 必须 指出 : 

(1) 如 果 sxb*c* 是 HV* 的 一 个 最 大 三 角形 , 那 末 在 和 A= 
As* 的 场合 ，.i 的 有 关 三 角形 abe 和 zz 也 同样 是 .9 的 最 
大 三 角形 . 

从 《1) 我 们 容易 推出 , 娘 图 是 所 论 课 题 的 解 ， 如 所 知 ,所 论 的 
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散 形 领域 .4 经 过 重复 的 对 称 化 之 后 ，.iUz 一 A214 一 AV 一 

使 得 对 于 任意 的 。 >> 0 存在 充分 大 的 x， 所 对 应 的 等 面积 卵 形 
域 A 和 辣 面积 的 贺 只 相差 很 小 ,也 就 是 说 ,用 面积 了 -He 的 
圆周 可 以 遮盖 A ，. 可 是 对 于 男 来 说 ， 4zA(e) 一 3V 3 F (e), 
所 以 我 们 有 


im A = jim A 3 3p (1.3) 
EL 


重 且 从 入 A 之 A; 之 .… 关 Aw… 得 出 所 欲 证 明 的 不 等 式 
eg 
0 


(IT) 等 式 4xA 一 3V 3 F 在 圆 的 场 含 成 立 ， 从 而 经 过 仿 身 
变换 得 知 , 在 崩 历 的 场合 也 成 立 ， 剩 下 的 问题 ,也 是 最 关键 的 问题 
在 于 : 证 明 籽 圆 是 所 论 课 题 唯一 的 解 ， 换 言 之 ,要 证 明 的 是 ,在 给 
定 的 王 之 下 要 使 其 最 大 三 角形 的 面积 人 A 尽 可 能 小 的 问题 中 , 椭 贺 
是 以 等 式 

4xA—3V3F=0 (1.4) 
为 其 特征 的 ， 

为 了 完成 这 个 唯一 性 证 明 ,我 们 首先 指出 : 

《IV》 当 一 个 极 值 孵 形 领 域 受到 对 称 化 时 ,不 但 是 F 而 且 还 有 
信也 得 到 保持 的 ， 这 就 是 说 , 如 果 一 个 卵 形 领域 满足 条 件 《1.4)， 
那 末 对 称 化 后 仍然 满足 这 个 条 件 ， 实际 上 ， 从 GD 得 知 Ar 志和 A， 
而 从 〈IHI) 又 有 

A* > 3F 一 A: 
所 以 成 立 A 一 A*. 
其 次 : 
| (V) 一 个 极 值 卵 形 领域 A 的 任 一 境界 点 4 都 是 . 达 的 (至 
少 ) 一 个 最 大 三 角形 1abec| 一 A 的 顶点 、 我 们 运用 归 雇 法 . 假如 
以 4 为 一 个 顶点 而 内 接 于 .A 的 所 有 三 角形 的 面积 , 都 是 所 A 一 
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26e， 8 > 0， 那 末 根 据 连 续 竹 我 们 可 绕 a 画 这 么 小 贺 , 使 得 以 这 同 
内 的 一 点 为 一 个 顶点 ,而 其 余 顶 点 都 在 4 内 的 所 有 三 角形 的 面 
积 专人 A 一 se。 如 果 .- 史 的 境界 线 不 含有 直线 侦 , 那 示 我 们 可 把 . 克 
在 小 圆 内 部 扩大 化 ,使 得 变更 后 的 领域 A * 仍旧 是 卵 形 的 而 且 有 
相等 的 A* 一 A， 这 样 一 来 ,将 有 / 
0=4zA—3V3F>14rA*—3V3P+ 

而 与 (1) 相 矛 盾 . | 

(VI) 一 个 极 值 领域 .的 任 一 境界 点 4 是 A 的 唯一 最 大 三 

角形 的 顶点 ， 


设 ac 是 有 顶点 4 的 一 个 最 大 三 角形 一 一 按照 《V) 它 必 存 
在 , 那 末 为 了 CVI) 的 证 明 而 将 所 论 领域 向 bc 方向 对 称 化 (图 5). 
因为 通过 。 所 引 的 bc 的 平行 线 ， 由 于 这 个 三 角形 最 大 性 质 不 可 
能 与 A 再 有 交点 ,所 以 它 和 .A 的 境界 线 好 在 点 相 切 .对称 
化 后 的 三 角形 a*6*c* 和 nbc 有 同一 面积 ,所 以 按照 〈IV) 它 也 
是 -好 * 的 最 大 三 角形 。 如 果 采 用 区 和 2* 在 点 a 和 a* 的 公 
共 切 线 作 为 x 轴 ， 那 未 上 述 结 论 《VI) 等 价 于 下 列 事项 : 只 有 
-0M* 的 唯一 对 的 对 称 境界 点 6*,c* 满足 条 件 |x4: 和 | 一 全. 事 
实 上 ,这 双 曲 线 分 支 |za zz| 一 人 常 在 8B* 在 好 和 c* 的 各 
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切线 的 一 侧 ( 赂 5), 而 且 Z* 是 凸 的 ,所 以 这 两 分 支 和 @* 再 也 
不 可 能 有 别 的 公共 点 ， 

最 初 在 《V) 和 《VT) 的 证 明 黑 ,为 了 简便 而 对 Z 作 了 一 些 限 
制 ,就 是 : 不合 有 和 角 点 和 直线 眉 , 

现在 我 们 还 可 证 明 : 

(VID 逐 过 一 个 极 值 领域 .好 的 一 个 最 大 三 角形 “ze 的 各 项 
点 引 平行 驴 时 ,三 个 新 顶点 三 5 也 同样 构成 af 的 一 个 最 大 三 角 
形 . 

实际 上 , 我 们 向 所 引 弦 的 方向 实行 7 的 对 称 化 ,按照 (1V》 
得 知 : 对 称 化 后 的 领域 A* 《图 4) 也 是 极 值 的 ,从 而 根据 (V)a* 
是 -A 的 一 个 最 大 三 角形 sr 好 cy 的 顶点 ， 我 们 重 返 到 AH 去 ， 
abic! 根据 (I) 也 是 4 的 最 大 三 角形 (注意 从 (IV) 可 知 A* 一 A)， 
而 且 从 (VD 得 知 : 它 必 重 合 于 obel& 一 bi,c 一 oy)， 然 而 两 三 角 
形 ic 和 355 在 (ID 的 意义 下 都 是 属于 -YA 的 最 大 三 角形 a*， 
# 一 好 ,< 一堂 ， 所 以 它 们 真正 是 .的 最 大 三 角形 ,因此 证 明 
了 (VD，  .. 

最 后 我 们 到 了 唯一 性 证 明 的 阶段 ， 

《YI) 任 一 极限 卵 形 领域 的 境界 线 好 是 梢 贺 . 


没 aaaea 是 如 内 的 一 个 最 大 三 角形 {图 6)， 我 们 将 证 明 : 多. 
的 其 他 任何 一 点 斑 必 在 这 样 一 个 祷 贺 上， 而 这 个 椭圆 通过 三 角 
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形 的 各 顶点 a4 并 且 在 这 项 点 沿 着 对 边 的 平行 方向 前 进 。 设 6b， 
是 好 的 以 抽 为 顶点 的 最 大 三 角形 。 那 末 从 《YI) 积 《VII) 得 知 : 
所 有 线 贤 4;6% 可 以 分 成 每 三 条 平行 的 小 组 (图 个. 我 们 应 用 古典 
的 Pascal 定理 到 六 角形 a1,41( 连 线 .ar 平行 于 4y43)， 51， 41, 43， 
5;， 由 于 三 对 对 边 .ezri, 9293; 41b1s43 2 bia2, bza1 各 各 平行 ,所 
以 存在 一 个 二 次 曲线 ,在 a 和 .ex 相 切 并 通过 sy 43, 所, 砚 ， 妇 
果 在 这 过 程 中 ， 我 们 交换 二 指标 2 和 3， 那 末 又 得 到 一 个 二 次 曲 
线 ,在 at 仍旧 和 ,ar 相 切 并 通过 4a, a3, 所,563， 可 是 这 两 条 二 次 
曲线 有 五 个 公共 点 《ai 一 ol 是 它 和 连 线 .er 的 交点 ), 所 以 两 者 
合 而 为 一 。 从 对 称 性 得 知 : 这 二 次 曲线 通过 41,42,43; 所, 如, 2 
并 且 在 a;,a3 分 别 和 直线 .er:， uy 3 相 切 ,其 中 .er:， .az3 分 别 表 
示 一 条 通过 o 或 a3 而 平行 于 4341 或 a16; 的 直线 ， 

因此 , 史 必须 是 二 次 曲线 ,而 实际 上 , 闭 的 二 次 曲线 一 定 是 籽 
[a | 


§2. Minkowski-B6hmer 定理 


| 太一 个 图 形 的 局 部 性质 推导 它 的 整体 性 质 ， 这 是 整体 微分 几 
何 中 的 主要 疗 题 ， 而 本 节 即 将 介绍 的 就 是 一 个 美丽 的 定理 . P. 
Bahmer (1905》 在 也 .Minkowski 的 指导 下 给 出 了 证 明 ， 我 们 在 
这 里 将 采用 及 ,Reidemeister 《1921) 的 证 法 而 提供 定理 有 关 引 理 
的 论证 

Minkowski-Bihbmer 定理 : 如 果 一 条 孵 形 线 是 处 处 机 圆 弯 
曲 的 ， 那 来 它 的 五 个 任意 点 所 决定 的 二 次 曲线 也 是 椭圆， 

换言之 : 如 果 一 个 孵 形 线 的 任何 五 个 无 限 售 点 在 一 个 姓 贺 
上 , 那 末 它 的 任何 五 点 也 在 一 个 椭圆 上 ， 

一 条 二 次 曲线 和 一 条 卵 形 线 的 交点 个 数 在 适当 的 计数 下 (多 
重 切 点 应 以 重 数 为 准 ) 是 偶数 , 只 要 两 曲线 相交 于 有 限 点 。 因 此 ， 
从 五 个 交点 的 存在 就 可 推出 交点 至 少 有 六 个 ， 不 过 它们 不 一 定 是 
互 异 的 。 凡 是 同一 条 已 知 卵 形 线 至 少 要 在 不 一 定 互 异 的 六 点 相交 
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的 二 次 曲线 全 体 总 是 连续 的 ,并 且 不 包含 分 解 二 次 曲线 在 内 ,因为 
一 条 孵 形 线 和 一 直线 不 相交 于 三 点 ， 也 不 共有 三 重点 。 所 以 在 这 
全 体 里 如 包含 顶风 和 双 曲 线 两 方面 的 话 ,就 必须 包含 撼 物 线 在 内 。 
因此 。 我 们 仅 须 证 明 :; 一 条 顶 敬 弯曲 的 卵 形 线 同 一 条 抛物 线 至 多 
相交 于 四 点 ， 

为 此 ,我 们 需要 下 列 引 理 : 设 OPsP: 是 三 角形 ,如 是 通过 Po， 
己 类 点 并 在 那里 分 别 和 0P,，OP, 租 切 的 抛物 线 , 而 且 Z 是 在 三 
角形 OPoP! 内 没有 二 重点 的 处 处 机 中 弯曲 的 曲线 段 , 它 也 通过 Po 
和 Pi 二 点 ; 好 在 Po 和 P 的 切线 在 三 角形 OPoP! 的 内 部 或 同 其 
边 重 合 ， 于 是 我 们 作出 结论 如 下 ; 必 除 了 其 二 端点 和 Pi 而 外 ， 
全 部 落 在 图 7 中 那 块 由 抛物 线 弧 及 纺 PuPi 围 成 的 阴影 领域 之 内 ， 


Po 


Ps 
图 7 
现在 我 们 证 明 这 个 引 理 。 取 三 点 0,Po,Pi 为 {0,0},{0,1},- 
{1;0}, 而且 为 了 简化 边界 条 件 , 对 史 和 鹃 的 参数 表示 采用 的 不 是 
仿 射 弧 长 本 身 而 是 同 它 成 比例 的 参数 。 我 们 假定 
xr1 = X17), ri 二 (1 一 1)’, 
Ta 所 | 
边界 条 件 为 
x(0) = 1, nl)= 0, rll)< 0, } 
x 0) = xX1) 一 1， xxX0) 之 0， 
微分 条 件 为 
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(0 委 z< 委 1)，(2.1) 


Na 2 


(2.2) 


zx?) 十 2 «’(t) = 0, (i= 1,2). (2.3) 
i 


后 者 表明 了 ，+ 一 c+。 和 仿 射 弧 长 成 比例 。 总 (?) 是 仿 射 曲率 。 
然而 x 和 wD) 对 于 (0 过 :< 委 1) 都 是 不 等 于 0 的 ,所 以 也 
成 立 x(0) 志 9 和 x2(1) 守 0; 因此 ,方程 (22) 对 应 于 假设 中 的 
边界 条 件 ， 
我 们 令 
PC) = rt) — CG ~ ,yt) = xr) — #, (2.4) 
于 是 成 立 
yx0) = 0, 1) = 0, yl1) 0, } 
yX0) = 0, yA1) = 0, yA0) 之 0. 
我 们 要 证 明 : 对 于 G<: 二 1 必 有 
nt > 0, yl7) > 0, 
这 二 不 等 式 在 0 和 1 的 邻 域 里 显然 是 成 立 的 ， 现 在 ， 假 如 比方 说 
六 有 了 一 个 零点 式 0 之 ?之 1) 的 话 , 那 末 根据 中 值 定 理 和 《2.5) 
的 第 三 行将 会 得 出 yi(z) 在 区 间 0 委 上 科 1 有 三 个 零点 的 结论 . 
从 此 再 用 中 值 定理 将 推出 yx 有 二 个 零点 和 最 后 y*” 有 一 个 零 
点 af 到 去 1)》 的 结论 来 ， 可 是 ， 


YD = OD) = — A 0) (2.6) 


(2.5) 


而 且 从 傻 设 《> 0,xi< 0， 所 以 
yr >0, 当 0<1<1, 
.因此 ?GD 在 0<t 达 1 里 常 有 同一 符号 ， 

这 样 ， 我 们 证 明了 六 > 9 (0 天 上 < 1), 而 且 同 样 证 明了 
为 之 0。 向 量 {y4,9z} 是 从 抛物 线 点 {Gz 一 1 六 向 指向 所 论 曙 
线 史 的 点 x 的 ;由 于 y1 记 0, ys 之 0， 这 向 量 是 指向 执 物 线 
多 的 内 部 , 而 事实 上 ，@ 整个 落 在 狠 的 内 部 。 现 在 ,我 们 立刻 得 
知 : 一 条 处 处 椭 匣 弯曲 的 卵 形 线 如 和 一 条 抛物 线 灾 只 能 有 四 个 - 
公共 点 ， 实 际 .上 ,假如 相反 ,它们 相交 于 六 点 了 ,我 们 就 按 1。 Xx， 
…，xs 的 顺序 表示 抛物 线段 上 的 这 六 个 交点 ,这 么 一 来 ,名 和 
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在 x 和 % 的 位 置 上 完全 符合 引 理 的 假设 。， 因 此 , 在 x 和 x 
之 闻 不 可 能 有 别 的 交点 了 .我 们 对 上 述 引 理 还 可 作 下 列 修 正 : 

用 一 条 无 揭 点 也 无 二 重点 的 曲线 连接 三 角形 OPoP' 的 二 顶点 
Pu,P 并 使 之 在 这 些 点 分 别 和 边 0P,OP 相 切 ,但 不 超出 三 角形 . 
如 果 它 是 一 条 处 处 补 圆 弯 曲 或 处 处 双 明 弯曲 的 曲线 自 ， 那 末 它 必 
落 在 一 条 满足 同一 边界 条 件 的 抛物 线 的 一 侧 ， 而 实际 上 按 柄 呆 弯 
曲 与 双 曲 弯曲 之 不 同 而 落 在 内 侧 或 外 侧 。 

在 三 角形 OPP1 内 被 抛物 线 多 划分 开 的 卫 个 领域 ,将 由 所 述 
的 枉 网 弯曲 或 双 曲 弯曲 的 曲线 怠 所 充实 而 无 空 队 了 ， 正 如 我 们 在 
那些 满足 边界 条 件 的 二 次 曲线 中 所 看 到 的 一 样 ， 一 一 如 果 我 们 把 
孵 形 线 的 裕 念 拓 广 到 那些 围 成 无 跟 伸 展 的 卵 形 域 在 其 内 的 开 曲 线 
去 , 那 末 便 得 出 H. Mohrmann 〈1912》 的 定理 : 每 条 处 处 双 曲 弯 
曲 的 曲线 弧 可 以 使 之 延伸 为 一 条 具备 同一 性 质 的 开 孵 形 线 ， 而 且 
它 的 任何 五 点 总 是 在 一 条 双 曲 线 上 ， 证 明 也 是 同样 ， 从 上 述 的 引 
理 给 以 推导 的 。 


$3. 六 重点 定理 


在 欧 于 平面 出 线 论 中 ,有 一 个 关于 卵 形 线 的 四 项 点 定理 ,是 众 
所 周知 的 。 我 们 在 第 一 章 $3 曾 定 义 了 曲线 的 六 重点 作为 顶点 在 
” 仿 射 平面 上 的 扩充 ， 从 此 很 自然 地 产生 类 似 四 顶点 定理 的 命题 
G- Herglotz 和 J. Radon 证 明了 下 列 定理 

任何 一 条 卵 形 线 上 至 少 有 六 个 不 同 的 六 置 点 ， 

我 们 首先 证 明 引 理 ， 设 QCx1,x2) 是 关于 坐标 x1, xs 为 二 次 
常 系数 的 任何 多 项 式 ， 那 未 绕 一 条 久 形 线 《xi(s),x2Cs)) 所 作 
的 积分 工 恒 为 零 : | 


1~ $ RV ou), a) a 0, 3) 
， 
式 中 名 (s) 表示 仿 射 曲率 ,一 一 因此 ， 需 要 证 明 的 是 下 列 六 个 关 


1) 网 阅 W. Blaschke; Leipziger Berichte 69 (1917), 321 一 324 页 . 
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系 式 : ， 
中 Rds = 0, P fad 一 0， 中 ta 一 0， 
中 ad 一 0， 中 Kxix2ds 一 0。 中 krids 一 0 
所 有 方程 (3.2) 可 以 归结 到 其 中 的 一 个 比方 谎 第 四 方程 , 因为 坐标 


轴 的 选择 是 任意 的 缘故 .然而 ,通过 部 分 积分 并 按照 第 一 章 (3.15)， 
我 们 有 : 


中 ta 一 -2 Rrixvids =— 2 中 -zu 一 一 2 xix' ds 
一 一 中 ze 一. 


因此 ,证 明了 引 悍 . 

我 们 关于 至 少 存在 六 个 六 重点 的 结论 , 按照 第 一 章 (3.33) 是 
等 于 这 样 说 : 叉 5) 在 8g 上 至 少 有 六 个 “稳定 点 ”六 王 0， 然 而 , 作 “ 
为 :的 连续 通 数 的 *(s)， 在 好 上 至 少 有 一 个 极 大 点 和 一 个 极 小 . 
点 .。 设 P 和 名表 示 这 两 点 。 假 如 不 没有 其 他 零点 , 那 末 丸 仅仅 
在 P 和 9 改变 符号 ， 于 是 , 设 QCx1,x2) 一 ao 十 tixi 十 wxz 一 09 表 
示 P 了 和 9 的 连 线 的 方程 , 积 风 ,8 在 9 上 将 不 改变 符号 ,因而 积分 


中 KO(x1, +2) ds 


也 将 不 会 等 于 零 ,因此 与 (3.1) 相 矛盾 . : 

完全 同样 ,如 果 假 定 多 恰 洽 有 二 极 大 点 和 二 极 小 点 ,也 就 是 假 
” 定 妃 在 好 上 仅 有 四 次 的 变 号 的 话 ,我 们 也 可 推出 矛盾 来 . 实际 上 ， 
我 们 这 样 选择 二 次 多 项 式 9 (mm, za) 使 方程 9 一 0 表示 那 两 条 
包含 上 述 四 个 极点 的 直线 。 因为 尺 只 在 这 四 点 改变 符号 ， 所 以 
积 六 .8 在 外 上 再 也 不 改变 符号 ,而 与 引 理 (3.1) 相 矛 盾 . 

其 次 最 靠近 的 问题 是 ， 名 恰恰 有 三 个 极 大 值 和 三 个 极 小 值 的 
卵 形 线 好 存在 吗 ? 这 种 场合 实际 上 是 出 现 的 , 就 是 说 ,在 @ 上 
仅 有 六 次 变 号 的 场合 是 存在 的 。 为 了 造 出 所 要 的 卵 形 线 、 我 们 先 
作 如 下 的 预备 ， 


(3.2) 
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设 xi，zx 是 直角 坐标 ，x(s) 是 曲线 C 参考 于 其 仿 射 弧 长 s 
的 方程 ， 称 x 一 x*(s) 为 C 的 曲率 象 , 记 作 C:。 如 所 知 ， 曲 线 
C 的 曲率 半径 决定 于 公式 

P 一 二 (3.3) 
或 者 

p= (x? 十 x (3.4) 
所 以 曲率 半径 等 于 向 量 x 的 长 |x| 的 立方 . | 

现在 , 让 我 们 计算 从 原点 到 曲率 象 C; 的 切线 的 距离 zp， 它 
等 于 


0 
I lia? je 
或 者 导 进 曲率 《一 1/p 而 写成 
、 pe (3.6) 


这 是 B5hmer 为 定义 曲率 象 而 导 进 的 方程 
如 果 以 7 表示 C: 的 切线 和 定 方向 之 间 的 角 , 那 末 C; 完全 
决定 于 “支持 函数 ”2(r)。 我 们 注意 到 C 和 Cc， 在 对 应 点 的 切线 是 
平行 的 (因为 x” 一 一 kx')， 如 用 o 表示 C 的 弧 长 , 那 就 有 
dg 


. bd 六 一 de 一 pi, (3.7) 
从 此 得 出 C 的 表示 式 
zl 一 | 只 se Xi 一 jr a. (3.8) 
从 第 一 章 (3.21) 还 可 导出 公式 
一 及 Ea 
k=p (p+ a (3.9) 


现在 ,我 们 将 按照 公式 (3.8) 来 造 出 所 需 的 卵 形 线 如 .实际 上 ， 
采用 必 的 曲 府 象 如 ;的 支持 函数 


Bb 之 2 十 bcos 35, (3.10) 


式 中 a, 5 是 待定 的 两 个 常数 ,于 是 如 的 表示 式 (3.8) 变 为 
48 。 


号 COST Sin 了 - 
J de 一 OO dt, 3.11 
| (a 十 Bo pe 3 1， o(a 十 bcos3r 人 ) 


这 时 ,《3,9) 变 为 

R= (a 十 5cos37)a 一 35cos37)， . (3.12) 

另外 ,我 们 有 
NE 1 
CG - Ea (4 + Bcos3r)s 人 

从 此 得 到 

= 3 in 3r(n + beos3r) (5 十 328cos3r)。 

dr ds ” 


{3.14) 
为 使 所 有 的 表示 式 常 是 有 限 的 ， 必 须 永远 假定 p 一 a 十 bcos 3r 
> 90， 为 此 只 须 选 取 a 汪 b > 0 就 够 了 ，Z 是 闭 曲线 ,或 者 准确 
些 说 ， 
= cos x 
| (a 二 De = | (a 十 rf tr 0 5 
事实 上 ,以 不 和 用 记 这 二 积分 ,我 们 对 = 增加 他 = 之 后 便 有 


万 一 Jicos < — Jusin =, J 一 Tsin 径 十 i 人 {3.16) 


可 是 这 方程 组 关于 Jt 和 J 的 行列 式 , 即 
2x 。 3 
3 
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基 不 等 于 零 的 ,所 以 J1，J 都 必须 为 0. 
现在 ,我 们 容易 证 明 Z 是 孵 形 线 ， 如 上 所 述 ,r 表示 如 在 各 点 
的 切线 与 x+ 轴 做 成 的 角 ; 另 一 方面 ,的 普 道 曲率 半径 。 满足 
p=p™” >0, 
所 以 是 一 条 旷 形 线 . 
. 现在 ,为 了 找 出 所 论 卵 形 线 的 六 重点 个 数 ， 我 们 必须 从 (3.14) 
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决定 让 在 区 间 0 委 < 委 ?= 的 零点 ， 我 们 还 假定 54 > 325， 那 
末 让 只 有 因子 sin3r 有 零点 ,而 实际 上 ， 有 六 个 零点 ix: 3 
(一 0,1,…,5)， 这 样 ,我 们 证 明了 所 论 的 卵 形 线 真 正 具备 怡 愉 
六 个 稳定 密切 二 次 曲线 的 点 。 图 8 示意 了 这 样 一 条 卵 形 线 。 它 的 
六 重点 是 它 同 三 条 对 称 轴 的 交点 ， 


/ 


图 8 


谋 这 里 可 以 把 我 们 的 定理 表达 为 更 严密 的 方式 : 一 条 卵 形 线 
的 六 重点 的 最 少 个 数 是 六 个 . 

最 后 作为 本 定理 的 补充 还 必须 指出 ; 一 个 有 心 文 形 线 至 少 具 
有 八 个 六 重点 ， 


5 4 椭 加 弯曲 的 匈 形 线 有 关 的 两 个 定 再。 


在 殉 氏 平面 卵 形 线 论 中 ， 已 经 证 明了 的 一 个 定理 是 ， 卵 形 线 
的 最 大 密切 圆 把 整个 卵 形 线 包括 在 内 ,而 且 最 小 密切 贺 则 被 包括 
在 卵 形 线 之 内 。 证 明 可 参照 前 面 引 用 过 的 ”Blaschke: Krcis und 
Kugcl, 

在 仿 射 平面 久 形 线 论 中 ， 对 于 处 处 和 加 弯曲 的 卵 形 线 当然 也 
有 同样 的 问题 值得 我 们 探讨 的 。 T，Kubora( 塞 田 忠 彦 1923) 证 
明 : ”这 种 晓 形 线 的 最 大 密切 糖 贺 的 面积 不 小 于 卵 形 领域 的 面积 
F， 同 时 ,他 提出 一 个 狂想， 最 小 密切 糊口 的 面积 不 大 于 F， 拓 来 
不 入，S. Ogiwara《 获 原 伸 次 1926) 利用 Blaschke 的 两 个 不 等 式 
证 明了 这 个 猜想 是 正确 的 ， a a 
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的 定理 : 
， 定理 1 一 条 处 处 椭 贺 窒 曲 的 孵 形 线 的 最 大 密切 梢 图 把 整个 
卵 形 线 包括 在 内 ,而 且 最 小 密切 梢 贺 则 完全 被 包括 在 卵 形 线 之 中 . 
定理 蕊 ”在 一 条 处 处 顶 圆 弯曲 卵 形 线 上 的 《至 少 ) 五 点 所 决 
定 的 椭圆 系 中 具有 最 大 或 最 小 面积 的 糖 圆 ， 一 定 是 己 形 线 的 密切 
椭圆 ， 
这 里 说 的 五 点 决定 一 个 椭 加 ,是 从 本 章 $2 所 述 的 定理 那里 扒 
导出 来 的 ; 


定理 工 的 证 明 ” 


设 旷 形 线 @ 在 O 点 的 密切 梢 圆 互 有 最 大 面积 ， 也 就 是 加 在 0 
的 仿 射 曲率 《 为 最 小 ， 我 们 采用 在 0 的 切线 和 仿 射 法 线 为 zx 
轴 和 x 轴 ( 图 9)。 又 设 卵 形 线 的 方程 为 


1) $. Ogiwara: Note on the osculating conics of the oval. TOhoks Sci. Rep. 
15 (1927)，503--503 页. 
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exa)，(0 和 :< 福 9， (4.1) 
式 中 :表示 也 从 0 量 起 的 仿 射 狐 长 ， 我 们 有 
| x (ss) + kl)x(s) ~— 0, (4.2) 
这 里 如 前 所 述 ，k(s) 表示 字 的 仿 射 曲率 ， 初始 条 件 如 下 ;: 
(0) = xa0) = 0, #0) = 0, x*(0) = 0, } 
‘x0N2C0) = 1, x(0)>0, (0)>0, 
设 m 是 不 等 于 0 的 有 限 常数 ;我 们 先 假 定 m > 0, 而 且 令 . 


(4.3) 


sg= mr tr, {4.4) 
由 于 zx 是 zx; 的 线性 函数 ,所 以 它 显然 满足 方程 
2 + ks = 0, | - (4.5) 
因此 ,我 们 得 到 
Ee + 和 (4.6) 
对 于 一 条 解析 卵 形 线 来 说 ,我 们 不 妨 假定 
2 = p(x), | (4.7) 


式 中 中 表示 单 值 连续 函数 .对 (4.7) 导 微 ， 
gr pa)g, | 
式 中 gp (z) 一 dp/dz， 所 以 方程 (1.6) 可 以 写成 
p pe 十 | Ke 一 一 50)。 
现在 ,对 两 边关 于 *x 进行 积分 ,我 们 获得 
二 Co 十 | Re 二 tu ep 
或 者 
1 sy 十 | 2 id | kz’ds = —x7 0)s(s) 十 ca (4.8) 
2 0 0 . . 
其 中 一 字 mix 人 0) 


”假设 % 是 :的 这 样 一 值 ,使 得 
ss0) = mri(io) — xi(s0) = 0, 


部 


-可 是 xs) 220 当 0 所 s 芝 jo， 所 以 从 (4.8) 得 出 
3 kz (so < 过 mixt(0) — rr(0)a(s0), 


即 
kzCso) + 2x7 C0)s{50) — mr 0 0, . {4.9) 
或 者 


C0) ~ VO + mk) © ak%) 


< (—xi(0) + VAP + mkr0F), (4.10) 

因为 m 之 0， 我 们 有 zx 人 一 mzxi 一 x 这 0。 所 以 (4.10) 变 

成 一 个 不 等 式 : 
ca) ST 0 + YAY + meio), (4.11) 

在 这 里 必须 指出 ，a(%) 是 卵 形 线 在 点 ;一 处 的 切线 被 


轴 所 截 下 的 线 眉 OM (图 9) 的 长 度 OM 《绝对 值 ). 
卵 形 线 图 在 0 的 密切 椭 俩 的 参数 至 示 是 


x(0) 五 
x1 = 二 上 一 < sin (VR )， 
Vt ee 


(4.12) 
a — cos(V ko)), 


式 中 o 表示 这 和 精 加 的 仿 射 长. 容易 看 出 ， 这 祷 圆 沿 x, 轴 的 半 直 
径 等 于 x2(0)/4,. 因 此， 


x \Y_ (0) x* \_ r{0) 
2 G7 A 


.而 县 平行 于 x1 轴 的 半 直 径 等 于 xi(0)/V%。 这样 ， 所 论 的 密切 
禄 加 的 方程 可 以 写 为 
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2 十 2 2 
Eco 
VR 十 
现在 ,我 们 引 这 椭 贺 的 切线 ,使 其 方向 等 于 已 定 的 mw， 而 且 把 
这 切线 在 x 加 的 截 眶 (绝对 值 ) 记 作 OM (图 9)， 那 末 
Om = 0) + Vx CO + Rmx(0F),. 《4.13) 


因此 ,不 等 式 (4.11) 变 为 


: OM’ > OM., | (4.14) 
这 表明 了 , 当 如 盖 0 时 所 下 对 形 线 的 切 统 ， 比 起 密切 椭 加 
E 的 同方 向 切线 要 来 得 靠近 原点 . 


同 桩 , 当 m < 0 时 ,我 们 采取 > 一 xi 一 mrt 而 作 类 似 的 处 
理 , 也 可 达到 上 述 的 结论 ， 因 此 ,证 明了 定理 1 的 前 半 部 分 , 

至 于 后 半 部 分 的 证 明 ， 只 要 采用 最 小 密切 椭 加 和 哮 形 线 的 切 
点 为 坐标 原点 , 卵 形 线 在 邹 点 的 切线 和 仿 射 法 线 为 x1,x*， 轴 ; 我 们 
同样 可 以 寻 出 上 述 结论 的 类 似 。 比 方 说 , 当 m 一 0 时 , 代替 不 等 
es 


(so 之 二 训 玫 (0) 4 VC03 十 六 ko), (4.15) 


式 中 用 a 
这 样 ,我 们 完成 了 定理 1 的 证 明 ,. 


定理 二 的 证 明 * 

本 了 绒 里 ,我 们 把 那些 通过 出 线 攻 的 至 少 五 点 的 祷 贺 系统 记 作 
(CR), 而且 将 阐明 除了 密切 焰 圆 而 外 ，(R》 中 不 可 能 有 极 值 面积 
的 焰 贺 存在， 为 此 ， 我 们 首先 按照 RR 和 的 交点 分 布 之 不 同 而 区 
分 为 下 列 四 种 情况 ,以 使 于 进行 讨论 . 

a) 假设 玉 和 至 少 相交 于 六 个 不 同 点 这样 的 栅 圆 R 不 可 


1) 8. Ogiwara: Qn the cliipticatly curved oval. Jap. Journal of Math., 3 
《1926)，37 一 42 页 ， 
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能 是 极 值 粮 辆 、 只 要 把 尺 以 相似 而 且 有 相似 位 置 的 微小 变换 缩小 
或 扩大 一 些 、 使 变换 后 的 _R' 仍旧 和 过 至 少 相交 于 六 个 不 同 点 而 
有 较 小 或 较 大 面积 ,就 可 明了 。 

b) 假设 R 和 @ 至 少 相 交 于 四 个 不 同 点 而 且 在 另 一 点 相 切 . 
如 果 对 玉 施 行 一 个 以 切 点 为 中 心 的 微小 相似 变换 ， 那 末 变 痪 后 的 
精 圆 R' 仍旧 在 这 点 相 切 而 和 史 相 交 于 至 少 中 个 不 同 点 ， 而 R 比 
R 则 有 较 大 或 较 小 的 面积 ， 所 以 这 时 的 尺 也 不 能 给 出 极 值 面积 

c) 假设 R 和 在 两 不 同 点 想 切 并 县 至 少 在 另 一 点 相交 。 这 
时 ，R 不 能 是 极 值 椭圆 . 这 从 保持 两 点 相 切 而 池 玉 缩小 或 拉 大 一 
点 的 观点 便 可 有 明了。 

d) 假设 R 和 在 两 不 同 点 偶数 阶 ( 即 才 数 点 ) 相 密切 ， 这 时 ， 
- 卵 形 线 如 被 R 划 分 为 内 外 两 部 分 、 现 在， 如 上 设想 在 这 两 点 各 
相 切 的 酉 圆 束 ， 从 束 中 取出 一 个 酉 加 R' 使 之 通过 如 上 并 在 内 
(或 外 ) 的 一 点 , 那 末 R' 被 包括 下 之 内 (或 整个 把 包括 在 内 )， 
因而 R 不 能 是 极 值 精 加 . 

从 上 述 可 以 看 出 ， 凡 是 极 值 面 积 的 顶 圆 只 能 和 孵 形 线 上 共有 偶 
数 点 的 密切 。 现 在， 我 们 将 证 明 一 个 极 值 粮 剖 和 多 形 线 不 能 在 三 
个 或 更 多 的 不 同 点 相 切 ， 

假设 在 至 少 三 个 不 同 点 和 那 形 线 相 切 。 那 末 ， 我 们 挑选 其 
中 一 对 公共 切线 ,使 宅 们 相交 《图 10)， 


图 it | 


假定 整个 把 多 形 线 儿 包括 在 内 ， 采 取 相交 的 两 公共 切线 作 
为 坐标 轴 x1，x;， 凡 使 各 坐标 轴 不 变 的 等 积 仿 射 变换 显然 是 . 


x ER (4.16) 


式 中 多 是 一 个 实 常数 。 平 面 上 的 任何 一 点 经 过 变换 族 (是 参数 ) 
(4.16) 而 沿 着 一 条 双 曲 线 移 动 着 、 这 条 双 曲 线 的 渐 近 线 就 是 两 坐 
标 轴 ， 在 正常 情况 下 。 通 过 点 C 的 双 曲 线 同和 都 相交 ， 所 以 
我 们 可 把 C 移 到 好 的 内 域 的 一 点 C* 而 且 使 C* 非常 结 近 C. 

如 果 双 曲线 在 C 的 切线 重合 于 和 RR 的 公共 切线 ， 以 致 无 法 
把 C 变 到 ZZ 的 内 域 来 的 话 , 那 就 在 R 上 取 C 的 一 个 邻 点 以 替代 C， 
还 是 用 通过 新 点 的 双 曲 线 把 新 点 移 到 的 内 域 来 、 因 为 上 面 两 条 
双 曲 线 没 有 交点 、 总 之 ， 我 们 保证 能 够 把 C 或 其 在 R 的 邻 点 经 过 
变换 (4.16) 移 到 Z 的 内 点 C* 并 使 C* 靠近 C. 

设 4*。B* 分 别 为 4，B 经 过 上 述 等 积 微小 变换 后 的 对 应 
点 ，R* 为 及 的 对 应 椭 贺 . 很 明显 ，R* 通过 4*，B* 和 C* 并 
在 前 二 点 分 别 和 zi 轴 ，xs 轴 相 切 . 但 是 4*，B* 之 处 在 两 从 
标 轴 上 的 情况 和 4, 如 的 情况 有 所 不 同 ， 详 细 说 来 : 如 果 4* 处 
于 4 的 原点 侧 的 话 ，B* 便 处 于 8 的 原点 反对 侧 . 因此 ,椭圆 R* 


的 红 4*B* 秘 形 线 一定 相交 于 两 不 同 点 . 


同样 ，R* 的 各 弧 4+C*，B*C* 也 和 分 别 相交 于 两 不 同 
点 ， 这 是 由 于 ; C* 处 在 如 的 内 城 ，4* 和 B* 则 在 各 坐标 轴 上 ， 


而 且 R* 的 两 弧 JtCY，BfCY 因为 (4.16) 是 连续 变换 和 C* 是 


 C 的 邻 域 点 的 关系 都 不 能 跨越 2 的 对 应 弧 4 ，BC, 所以，R* 
和 至 少 要 在 六 个 不 同 点 相交 ,以 致 它 不 能 具有 极 值 面积 ， 因 此 ， 
和 如 具有 三 个 或 更 多 切 点 的 CR) 中 的 所 有 定岗 也 不 能 具有 极 值 面 
积 . 
用 同样 方法 也 可 证 明 : 凡 和 卵 形 线 在 三 个 不 同 点 相 切 而 且 束 
个 被 包括 在 其 中 的 柳 园 R， 不 能 具有 最 小 面积 。 我 们 只 要 考察 
一 些 等 积 仿 射 变换 (4.16) 使 某 一 适当 选取 的 切 点 被 移 到 卵 形 线 4 
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的 外 域 来 , 并 讨论 这 时 由 尺 变 换 来 的 新 衫 贺 R*， 就 可 以 了 . 

剩 下 的 间 题 是 对 那个 仅 有 一 个 或 两 个 切 点 的 情况 的 讨论 ， 如 
果 卵 形 线 和 桶 见 证 有 两 个 切 点 , 那 末 其 中 之 一 必须 是 四 点 接触 点 ， 
否则 问题 便 可 归结 到 前 述 的 奇 点 接触 的 情况 之 中 

在 讨论 两 个 切 点 的 情况 之 前 ,我 们 先 证 下 列 引 理 : 

给 定 了 一 个 在 直角 坐标 系 原点 与 x+ 轴 相 切 且 落 在 上 半 平 面 
的 圆 ， 设 一 条 袜 锅 在 原点 和 给 定 为 成 三 点 接触 而 县 也 落 在 上 半 平 
面 ， 那 末 按 照相 圆 和 茹 到 x+ 轴 的 高 度 的 大 小 可 以 断定 它们 的 面 
积 的 大 小 ， 

为 简便 起 见 , 我 们 采 朋 单位 加 

X20 一 0 (4.17) 
作为 所 论 的 圆 ,于 是 它 到 x 轴 的 距离 等 于 2。 
男 一 方面 ,和 这 辆 在 原点 成 三 点 接触 的 精 圆 决定 于 方程 
好 十 238 二 + Br? 一 27 一 0， ri {4.18) 
式 中 a, 都 是 任意 实数 ,其 中 > o? 必然 是 正 数 ， 一 般 , 在 直角 
坐标 系 之 下 由 方程 
GT 十 2aaxttal 十 62at 十 2413X1t 十 2923ta 十 923 于 
给 定 的 椭圆 的 面积 等 于 一 zxAAia2， 其 中 
CT Hl R13 
A em 


PE i 
a ln 023| ao 一 Ga42 一 42 > 0. 
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根据 这 公式 算出 酉 图 (4.18) 的 面积 4: 


4 一 py gy (4.19) 


要 找 出 这 桶 加 到 xz， 轴 的 高 度 汪 ， 我 们 改写 (4.18 ) 为 
(x1 + ar} + rls — a ri — 2} = 0, 
从 此 可 知 : 二 平行 线 六 一 0 和 
(2 一 8)xas 一 2 一 
是 三 圆 的 切线 ,所 以 


so $7 。 


2 一 一 (4.20) 

当 记 之 2 时， 一 2<1， 因 和 而 4> x。 当 < 之 2 时 ， 
4 二 x， 这样, 我 们 证 明了 5 引 理 . 

现在 ， 我 们 转 人 讨论 孵 形 线 好 和 稀 圆 丸 在 点 成 四 点 接触 的 . 
情况 ,当然 多 和 尺 还 在 另 一 点 对 相 切 ， 这 里 我 们 仍旧 采用 以 为 
原点 的 交角 举 标 系 ， 并 不 仿 假 定 R 是 单位 加 (4.17). 《 先 取 0 的 
切线 和 直径 作为 x1,x 两 坐标 轴 ， 然 后 有 必要 时 进行 适当 的 仿 射 
变换 ). 假定 RK 的 最 高 点 不 是 M , 而 且 卵 形 线 如 完全 被 包括 在 R 


之 内 (图 11). 


A 
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设想 另 一 椭圆 R"， 它 在 和 Z (当然 也 入 ) 成 三 点 接触， 
而 且 通 过 M 和 M' 两 点 , 其 中 M' 在 好 的 x 轴 左 侧 法 OM 上 (图 
11). 由 于 R' 和 R 在 O 成 三 点 接触 ,而 且 在 M 相交, 它们 不 可 能 有 
另外 的 交点 。 而 且 R' 通过 R 的 内 域 点 M', 所 以 R' 在 xs 轴 
的 附近 一 定 要 路 出 和 的 外 部 ， 以 致 它 的 高 度 要 大 于 尺 的 高 度 . 从 
引 理 得 知 R' 的 面积 楼 大 于 尺 的 面积 。 这 就 是 说 ，R 不 能 有 最 大 
面积 ， 

同样 ， 对 于 一 个 和 如 在 两 不 同 点 相声 且 被 如 完全 包括 在 内 的 
精 圆 R 也 可 证 明 它 不 能 有 最 小 面积 。 

实际 上 , 我 们 如 前 取 定 直角 坐标 系 {0; x1, #2}， 并 假定 尺 是 
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单位 圆 (4.17)。 现 在 要 作出 的 新 入 圆 R' 也 是 在 C 和 有 成 三 点 接 
和 触 ， 厕 且 切 于 民 在 最 高 点 的 切线 〈z 一 2)， 这 时 , 设 xz 一 六 是 
孵 形 线 上 一 点 的 横 坐 标的 上 限 ， 环 > 1。 我 们 选取 4a 和 5 使 5 一 
sz 一 1(R' 和 % 一 2 相 切 的 条 件 )，max(W 5 一 a,V 5 + 4) 
一 5 mia(V 5 一 asW 5 + 4) 一 1/ 各。 就 能 达到 目的 . 这样 的 
椭圆 R' 和 至 少 要 在 五 个 点 《不 一 定 互 异 的 》 相 交 , 因 此 , 它 不 可 
能 有 最 小 面积 ， 所 以 原来 的 尺 也 是 这 禅 . 

综合 以 上 所 述 ,要 使 4R) 中 的 一 个 猜 画 变 为 极 值 精 贺 , 那 它 必 
须 和 部 形 线 4 只 在 一 点 至 少 成 六 点 接触 .可 是 《R) 系 中 各 精 贺 的 
面积 在 一 闭 区 间 上 构成 连续 函数 系 , 根据 Weierstrass 定理 我 们 可 
以 断定 极 值 档 贺 的 存在 ， 这样, 我们 完成 了 定理 开 的 证 明 . 

最 后 ,我 们 指出 ， 用 定理 下 的 证 法 也 可 证 明定 理 I。 此 外 ,从 
定理 开 可 推导 半 些 关于 密切 三 图 的 极 值 面积 的 不 等 式 ， 例 如 : 设 
”所 围 成 的 面积 为 ， 最 大 密切 梓 轴 的 面积 为 G， 内 接 于 i 的 
最 大 三 角形 的 面积 为 A， 从 本 章 81 的 Blaschke 不 等 式 

4 人 
7 F 之 0 
和 以 最 大 面积 人 的 三 角形 为 其 最 大 内 接 三 角形 的 补 风 的 面积 等 于 
4x A/3V 3 这 一 事实 得 知 ， 


G 4z 和 


3 3 
因为 这 个 椭圆 属于 《R) 系 之 中 ,所 以 它 的 面积 不 大 于 GG. 


> 


$5. 椭圆 的 一 个 等 周 性 质 


Blaschke (1916) 把 圆 的 等 局 性 质 扩充 到 仿 射 乎 面 孵 形 线 论 中 
来 ,首先 证 明了 下 列 定理 : 

在 有 一 定 面积 下 的 所 有 卵 形 钱 中 ， 本 加 而 且 仅 仅 酉 圆 才 有 最 
大 的 “ 仿 射 局 长 ” 
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5 一 f(x Ya. 
换言之 : 对 旷 形 线 一 定 成 立 关系 式 
BTF — S80, 1 
而 且 等 号 仅 对 箱 圆 成立 ， . | 
这 里 的 证 明 仍 须 借助 于 对 称 化 ,只 是 直到 了 一 个 新 困难 , 那 就 
是 仿 射 周 长 § 再 也 不 和 卵 形 线 有 什么 连续 关系 。 可 是 另外 一 个 连 
续 性 , 即 所 放 灶 连续 性 在 这 场合 仍旧 成 立 , 所 以 我 们 将 直接 贯彻 执 
行 如 下 , ， 
Winternitz〔1922) 指 轴 :如 果 一 个 卵 形 线 序列 ( 凶 。) 收 敛 于 
圆 C， 那 天 对 于 任何 & > 盖 0 必 可 决定 一 个 ms， 使 得 所 对 应 的 
仿 射 周 长 $。 对 于 所 有 的 n > ms。 满足 关系 
S < SC(C)+ 6, .(5.2) 
为 了 证 实 (5.2), 我 们 以 o。 和 2 分 别 表示 普通 弧 长 和 曲率 半 
径 。 根据 本 章 (3,3) 得 出 | 
S。 一 中 odo, 
于 是 | 


55 一 (中 orido] 一 中 中 中 He) ， pi(o2) . po-#(03)dododos 


和 3$ Pk) + Po) 十 po3)) dardodos, (5.3) 

令 

中 do 一 > 
那 末 

< 
画 C 有 半径 +， 悄 车 如 。 落 在 半径 ， + 3 的 一 个 加 的 内 部 ， 那 
末 我 们 有 

> = 2x(r + $), 
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因此 ， 
S$, < 2x(r + HN (5.5) 


S < SCC) 十 s， {5.6) 


第 二 步 是 , 同 普通 等 局 不 等 式 的 证 明 中 一 样 要 阐明 王 列 事实 ; 
在 对 称 化 的 过 程 中 ,一 条 孵 形 线 的 仿 射 周 长 一 般 要 增加 ,而 且 
仅 当 那 条 对 应 于 对 称 化 方向 的 重心 线 是 直线 时 才 停 止 不 变 ， 
按照 WW，Gross 的 收敛 定理 〈 参 照 Blaschke: DGI，$99)， 我 
们 便 可 证 明 视 贺 的 极 大 性 质 ， 而 且 因 为 粮 图 是 具有 直线 重心 线 的 
唯一 卵 形 线 (参照 第 一 章 习 题 与 定理 3. ), 唯一 性 的 证 明 也 被 完成 
了 。 可 是 ,要 阐明 上 述 的 事实 ,只 不 过 是 简单 的 微 积分 习题 而 已 ， 
我 们 将 史 分 为 上 下 两 半 : 上 各 ,并 以 一 个 参数 表示 为 
Bx 亚 sf 罗 一 5 人 四)0< 扫 户 委 1:r5 一 3 < 0， 
r= Pp) ,r= pO EP El x — Rrt > 0 r (5.7) 


2 之 0. 
令 
ap 人 一 一 二 (内 — lp) (53) 
和 
os | (Ee 3 dp — | {xixt 一 ae， 
: (5.9) 
于 是 原 孵 形 线 的 仿 射 周 长 
| 9 一 和 (十 1) + SG(—1) 《5.10) 
而 对 于 对 称 化 后 的 孵 形 线 则 有 . 
S* = 29(0). (5.11) 
我 们 将 证 明 
BC+1) 一 20(0) + BC—1) < 0. (5.12) 


这 个 关系 也 可 改 为 
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NY il) 0, 当 | 之 1. (5.13) 


通过 (5.8) 作 导数 , 代 人 (5.9) 而 且 进 行商 次 导 微 ,我 们 算出 
bi i .二 | 人 xz 一 将 ») = 《下 2 x} dp. (5.14) 


《zixy 一 x2x1 3 
可 是 从 (5.7) 和 (5.8) 本 
xx — #7 > 0， {5.15) 
所 以 实际 上 成 立 $C) 关 9， 假如 各 一 0， 那 就 必须 成 立 
2 一 区) 一 《2 一 2)x = 0. (5.16) 
通过 关于 * 一 zi 的 微分 方程 的 积分 ,我 们 有 
#7 — x 4 + bxi, {5.17) 
这 表明 了 , 弦 的 中 点 在 一 直线 上 ， 
这 样 ,我 们 完成 了 定理 的 证 明 ， 


§ 6. Syivester 的 三 点 问题 


设 绍 是 一 个 西域，P、 P、 已 是 其 中 的 三 点 而 且 dF 是 络 
在 位 置 Pi 的 面积 元 素 ， 最 后 设 |PiPsPs| 是 顶点 Pi 的 三 角形 面 
积 的 绝对 值 .， 我 们 将 讨论 下 列 问题 ; 

要 决定 一 个 具有 闫 定 面积 六 的 别 形 域 静 ,使 得 积分 

G |, 1 [PipjP;| - aFid FuadF, 《6.1) 
骤 最 小 值 或 最 大 值 。 

这 个 问题 最 初 是 本 本 Sylvester (1814 一 1897) 提出 的 ，M 
W，Crofton (1885) 给 出 了 第 一 个 解答 。 WW，Blaschke 的 解 则 网 
于 Leipziger Berichte 69 (1917), 438—453 页 . 

我 们 在 本 节 和 下 一 节 将 证 明 : 天 和 G 之 闻 存 在 关系 式 


4G 3>-35 = 01955.. . 
F'” 122 C62 
4 0.3333... (6.3) 
Fi 3 


这 里 ,在 (6.2) 式 中 仅 当 绍 是 档 贺 时 等 号 成 立 , 而 在 (6.3) 式 中 仅 当 
狗 是 三 角形 时 等 号 成 立 . 

在 前 几 节 由 ,我 们 对 于 领域 的 边界 加 上 了 可 微分 的 限制 ,但 
是 现在 仅 要 求 鹏 的 凸 性 ,以 致 它 也 可 以 包含 直线 女 和 角 点 。 正 如 
在 前 节 中 所 用 的 那样 ,我 们 利用 对 称 化 来 证 明 (6.2)， 设 用 * 是 从 
绍 经 x 方向 的 对 称 化 而 得 来 的 凸 域 , 布 且 六 轴 是 锡 * 的 对 称 
轴 ， 绍 的 各 点 x 和 绍 * 的 对 应 点 x* 之 阅 的 关系 是 这 样 : 它 
们 有 同一 x 坐标 ， 而 且 刻 * 的 弦 za 的 长 度 和 乡 的 对 应 蓄 
xi 的 长 度 相 等 ， 映 象 x 一 x* 是 保 面 积 的 ， 设 好。 辟 ,， 玉 是 
阁 * 内 的 任意 三 角形 ; 0+*，0*，90# 是 其 x1 轴 的 对 称 三 角形 . 
又 设 Pi,P,Ps; 01, 0;, 03 是 殉 内 在 映 象 x* 一 工 下 的 对 应 三 
角形 ， 那 末 , 同 前 节 一 样 得 出 
jPPP3| + |010:03| 之 | 于 PP + [OOxOx|。 {6.4) 
可 是 我 们 有 


pe | fppp + |O0:03|}dFidFsaFs (6.5) 


和 
26*~ | | | {Pretprl + [otoroF |}ap?artars, 
2 (6.6) 
根据 映 象 x 一 x* 的 保 面积 性 又 有 
dFi— dF (k= 1,2,3), (6.7) 
所 以 从 (6.4) 得 到 
G6". (6.8) 


我 们 将 决定 什么 时 候 成 立 6 一 G*， 按照 被 积分 函数 的 连续 
福 可 以 断定 (6.4) 中 的 等 号 必须 永远 成 立 ， 假 如 妇 的 平行 于 和 
轴 的 各 驼 的 中 点 不 在 一 直线 上 , 那 末 我 们 可 从 弱 中 点 曲线 (重心 、 
线 ”) 上 选取 不 共 线 的 三 点 PPP， 这 时 Pk 一 Ox 而 且 

IPiPP3' + |Q101:03| > |P#P#P# | + |Or O70#|, (6.9) 
因而 G > 6+， 反之 ， 如果 重心 线 是 直线 x 一 4 十 bxzl， 那 末 对 


* 3 。 


称 化 x 一 x* 的 变换 方程 是 . 
必 一 EE a 一 bxi, } oo 

对 称 化 现在 变 成 一 个 等 积 仿 射 变换 。 从 而 和 G 部 是 不 变 和 的 ,这 
样 ,我 们 证 明了 下 列 定 理 : 

在 一 个 廿 域 络 的 对 称 化 中 ,有 关 的 积分 G 一 般 是 递减 的 , 而 
且 仅 当 家 的 平行 于 对 称 化 方向 的 蓄 中 点 在 一 直线 上 时 才 不 变 . 

由 此 可 见 ， 在 给 定之 下 只 有 查 圆 能 给 出 G 的 最 小 值 ， 实 际 
上 , 视 圆 是 以 其 所 有 重心 线 变 成 直线 这 条 件 为 特征 的 ;对 于 其 他 领 
域 我 们 可 以 对 称 化 ,使 G 减 少 . 

提出 了 唯一 姓 证 明 的 最 小 值 之 后 ， 我 们 还 须 明 确 最 小 值 的 在 
在 .为 此 , 乍 新 考虑 重复 对 称 化 的 收敛 的 无 限 过 程 ,很 有 必要 .我 
们 仅 须 说明 “和 集合 冰 数 ”GC 多 ) 有 连续 性 , 特别 是 , 当 域 罗 政 伍 
于 赔 域 C 时 G( 狠 ) 收敛 于 G(C)， 可 是 ,这 种 连续 性 无 非 是 两 
种 别 的 性 质 的 结果 ,而 县 我们 不 难 给 以 证 明 。. 两 种 性 质 如 下 : 

1. 单调 性 ,就 是 ， 如 果 绍 C 锡 1， 则 6G( 多 ) 二 G( 滋 ). 

2. 齐 次 性 ,就 是 从 绍 y 二 4 留 得 出 6G( 凶 由 一 VWG( 岂 ), 
这 就 是 说 ， 当 长 度 按 比例 4 改变 时 ,，G 概 冬 上 因数 从 .为 了 要 从 
多 一 C 导出 6G( 次 ) 一 GCC)， 我 们 把 圆 域 C 包围 在 二 同心 加 
域 之 中 


《ii 一 se)CCCcflI 十 E)C， . (6.11) 
于 是 也 成 立 关 系 式 

(1— eCcCBE(l + ed)c. (6.12) 
从 单调 福 和 齐 次 性 得 出 | 


(1— eG(C)< GB)< {+ eG(C). (6.13) 
因此 ,我 们 有 了 收敛 性 , (多) 一 GC(C)， 同样 ,一 般 可 证 6G( 绍 ) 
的 “连续 性 ”. 

这 样 ，Sylvester 问题 在 关系 式 (6.2) 的 范围 内 得 到 了 解决 . .至 
于 在 给 定时 找 出 G 的 最 小 值 问题 ， 只 要 对 面积 为 F 的 圆 进行 计 
算 就 可 以 了 , 
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$7. 三 角形 的 最 大 性 质 


现在 ,我 们 转 入 对 Sylvester 问题 第 二 部 分 的 讨论 , 而 且 证 明 : 
在 给 定 一 个 凸 域 鹏 的 面积 王 时 ,六 重 积分 G(6.1) 当 且 仅 当 鹏 是 
三 角形 时 取 最 大 值 . 

为 了 证 明 ,我 们 另外 设计 一 个 类 似 对 称 化 的 方法 ,或 许可 称 为 
“市 平 法 ”， 以 代替 对 称 化 。 这 方法 就 是 把 用 的 平行 于 x 轴 的 每 
条 绞 向 其 所 在 直线 上 移动 ,使 它 全 在 上 半 平 面 x; 之 0 上 而 且 下 端 
在 xi 轴 上 (参照 图 12, 13, 15)， 我 们 容易 看 出 ,这 样 被 移动 后 的 
弦 仍 明 形 成 一 个 和 比 是 等 积 的 是 域 多 *， 现 在 ,我 们 将 证 明 : 


一 一 一 一 mm mm 一 


四 


| 
图 12 图 3 


在 一 个 西域 多 的 淹 平 之 下 ,有 关 的 积分 6 一 般 要 增加 , 而 且 
仅 当 削 平 是 一 个 仿 射 变换 时 不 变 ;这 只 当 多 的 边界 的 一 个 适当 部 
A (图 13). 
言 之 : 成立 G < G*, 而 仅 当 细 的 平行 于 x 轴 的 各 弦 上 
Ma G 一 Gr. 
我 们 用 xz，》 以 代 mxrz， 而 把 脚 标 用 于 区 别 各 点 . 设 多 决 
定 于 不 等 式 


ErEF, 2) Sy SI), (7.1) 
对 于 络 * 则 有 


a 85 » 


< 过 50 去 二 Fa 一 ?Co)， (7.2) 
我 们 将 G 写 成 
| 人 


国 风 加 让 
G 一 | | | andrars | fx ys X22 tay3) dyid yd ys, 
EEE Sr) 


(7.3) 
式 中 了 玻 示 三 角形 面积 的 绝对 值 ， 现在 , 导 进 函数 


Dx) FI Cx) 
| | fx pL T22543573) dy dy2dy3. 


(7.4) 


pw) yl) 


PAI 2 X3) 一 | 


yes) yx) yl) 


积分 是 沿 三 荣 驴 Sx 名 二 1,2,3》 进 行 的 : 
Ser = rrn) Ey ER))}, (7.5) 
因而 可 窟 为 pw(S$i,S:,S)。 为 了 证 实 我 们 最 后 的 定理 ,我 们 必须 出 
明 :， 当 各 纺 St 被 移动 使 其 下 端点 落 在 一 直线 上 时 , 9 是 增加 的 。 
可 是 pg(51,5,53) 对 于 形 如 
Xx 一 4 十》 十 < (7.6) 
的 仿 射 变换 是 不 变 的 ,所 以 不 妨 把 其 中 两 弦 比 方 说 %，3: 国定 下 
来 而 仅 移 动 其 第 三 条 、， 当 我 们 把 5; 沿 ?》 正 向 移动 4 时 ,经 过 微分 
得 出 且 
人 femaleanay feelanen， (7.7) 


式 中 {x3,7Cx9)} 和 Bs{x3, 愉 x3)】 表示 弦 53 的 两 端点 . 
设 MA 为 芒 8 的 中 点 ;我 们 可 选取 数 1,2,3, 使 得 5; 介 于 
51 与 5 之 间 (z< 六 天台 )。 最 后 假定 M3 在 直线 MIM; 之 . 
“上 部 ”只 要 Mi 和 M1,MM; 不 共 线 ， 必 要 时 施行 关于 x 轴 的 
反射 ， 不 但 它 对 9 是 不 变 的 , 还 可 使 M3 符合 这 个 假定 。 如 果 用 
P 和 P 表示 关于 MiM， 的 二 对 称 点 。 那 未 三 角形 面积 的 绝对 值 
之 间 《 图 14) 成 立 
IPPBPsl 一 {PDP > PPB, (7.8) 
从 此 得 出 . 


一 [tee,Pslayey, — lleealayay; >0, (739) 


n 56 * 


而 且 在 5; 向 上 的 移动 中 , 直到 P; 落 到 PP 上 之 时 为 止 仍旧 是 
正 的 。 欠 此 , 9 是 单调 递增 的 . 

这 样 ， 我 们 证 明了 G 筷 G*、 很 明显 ，G 一 G* 当 且 仅 当 平 
行 于 ? 轴 的 弥 的 上? 端 或 “下 " 端 常 在 同一 直线 上 时 才 成 立 。 但 是 
在 7 轴 的 任意 选取 下 都 要 出 现 这 种 情况 ,只 当 多 是 三 角形 之 时 才 
成 为 可 能 。 


图 14 图 15 


现在 ， 唯 一 性 证 明 已 经 完毕 ,就 是 ， 在 给 定 的 述 况 下 , G 仅 
当 三 角形 的 时 候 才能 取 最 大 值 ， 番 下 的 还 须 证 明 最 大 值 的 存在 . 
为 此 ,我 们 可 以 这 样 进行 。 如 果 绍 。 是 一 个 点 角形, 那 来 
我 们 可 把 狠 。 这 样 淹 平 化 ,使 它 变 为 一 个 (x 一 角形 (i > 1). 
我 们 仅 须 向 有 多。 的 一 条 对 角 线 进行 削 平 就 可 以 了 《图 15)-. 容 
易 证 明 , 对 于 三 角形 成 立 : 
Fi — 12G;= 0, (7.10) 
然而 喀 。 在 一 定 的 了 之 下 至 多 也 不 过 经 w 一 3 次 项 平 化 而 使 
G。 逐步 增 大 接近 于 三 角形 的 情况 ,所 以 对 于 绍 。 必 有 
Fh — 12G. > Fi — 12G; {7.11) 
而 且 因 此 
2 F,— 12G6,> 0. (7.12) 
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如 果 腕 是 任意 的 凸 域 , 那 末 根据 F( 细 ) 和 G( 绍 ) 的 连续 
性 (8$6) 我 们 可 找 出 一 个 凸 ” 角 形 静 。 使 得 它 的 BE。 和 G， 都 和 
FG 仅 有 任意 小 的 差 。 这么 -来 ,必须 成 立 

Ft1— 12G > 0, (7.13) 
否则 ,我 们 将 得 选取 有 静 ,。， 使 它 也 满足 
Fr—11G,<0 

而 与 (7.12) 相 矛盾 . 

总 之 , 关于 G6 的 最 大 值 的 存在 性 证 明 已 被 包括 在 《7.13) 之 中 
本 

上 上述 有 关于 导 范 数 dp:a7n. 的 证 明 方法 是 按照 工 ，Carlcmann 
《1919) 的 一 种 措施 建立 起 来 的 , 用 它 还 可 证 明 下 列 的 稍为 一 般 化 
定理 : : 

假设 上 5) 对 于 5 汪 > 0 是 连续 、 正 值 和 单调 递增 《 减 ) 的 项 
数 ， 在 有 定 面 积 F 的 所 有 同 域 络 中 , 桶 加 和 三 角形 是 使 积分 


| 上 | |PiPPs| ) dFidF yd Fs 
分 别 取 最 小 和 最 大 (最 大 和 最 小 ? 值 的 凸 域 . 


习题 和 定理 


一 


. 证 明 公 式 (3.9); 


By 


证 明 一 个 有 心 卵 形 线 至 少 具 有 八 个 六 重点 ， 

. 设想 一 条 和 卵 形 线 所 围 成 的 凸 域 是 由 均匀 的 质量 组 成 的 ， 设 了 
是 凸 域 的 重心 .证 明 孵 形 钱 上 至 少 有 六 个 不 同 点 ， 从 那里 所 
引 的 念 射 巷 线 通过 Pp， 如果 孵 形 线 是 有 心 的 ， 那 末 过 中 心 至 
少 可 引 四 条 直线 ,使 各 条 是 卵 形 线 的 仿 射 (二 重 ) 法 线 ， 

,算出 公式 《6.2) 和 (6.3) 中 的 最 小 值 和 最 大 值 . 

5. 设 5 为 一 条 处 处 椭 贺 窒 肌 旷 形 线 的 仿 射 周 长 , 和 和 《 分 别 


» 8B 。 


CN 


EF 


| Cn 


GD 


OO, 


i 证 明 
5 声 - (Blaschke 1923) 
Vt 


i 


. 用 4 定理 1 的 证 法 证 明 欧 氏 平 面 卵 形 线 的 相应 定理 ， 


(Ogiwara 1926) 


- 设 F 为 止 域 络 的 面积 ,人 为 包括 络 的 三 角形 中 最小 一 个 的 面 


积 , 那 末 2F 之 A, 而 且 仅 当 绍 是 平行 四 边 形 时 2P 一 A， 


， 用 $1 的 方法 证 明 : 设 乡 为 面积 F 的 凸 域 , 而 且 A 为 这 样 的 


变动 三 角形 OPiP: 中 最 大 一 个 的 面积 ,其 中 一 个 顶点 0 是 绍 
内 的 固定 点 ,而 其 他 二 顶点 Pi, P， 则 在 绍 内 变动 , 那 末 信 之 


Fie, 等 号 当 且 仅 当 绍 是 视图 而 O 为 其 中 心 时 成 立 。 
《Blaschke 1917) 


- 通过 向 域 .7 的 重心 任意 引 直 线 G， 把 A 分 为 面积 M1, Mi 


的 二 领域 , 那 末 


| 二 
长 
从 
+ 


其 中 一 个 等 号 仅 在 .A 为 三 和 
的 一 边 时 成 这 . 


. 设 f(x) 是 x( 汪 0) 的 正 值 ,单调 递增 函数 ，|PiP,Ps| 是 顶点 


Pi,Pi,Ps 的 三 角形 的 面积 (绝对 信 ), 而 且 dF 是 在 Pt 处 的 
面积 元 素 ， 如 果 我 们 在 凸 域 多 内 所 有 点 有 作出 的 二 重 积 
分 . 
(ls 他 |PiP.51 YaFiaF, 


是 和 绍 的 边界 点 了 无 关 而 具有 同一 值 ， 那 未 多 是 由 酉 回国 
成 的 。 (Blaschke 1918) 


第 三 章 
仿 射 曲面 论 的 几何 结构 


$1. Transon 平面 与 仿 射 曲面 法 线 的 关系 


设 P(x) 是 曲面 5 的 正常 点 ; xy 是 0 的 主 切 参数 。 空 间 任 

何 一 点 z 都 可 表示 为 
ZzZ= X 十 xxXue 十 yxy 十 xy。 {1.1) 
式 中 


1 
》 一 一 于 (一 xz) 


2 一 (Zz — Xx,xX,), 


1 
F 
右边 括号 表示 三 阶 行列 式 ， 这 里 及 以 下 我 们 沿用 第 一 章 45 的 记 
号 和 公式 ,但 有 声明 的 除外 . 

曲面 在 P 点 邻 域 的 一 二 


2 一 x 二 Xs dy 十 Xx, dv 十 > (Xdu’ + 2xuvdudyv + Xu, dv ) 


十 本 (enet 十 3x iatalp + 3xuvdudy! 于 xdoa) + 


或 者 写 为 (1.17 ,其 中 


x 二 du 十 IT( dt 十 2 a) 
2\F F 


+ (Ee dw — 3FHdwdv + 3 -Dr dudv: + De oo + [4]， 
31\F F F 


sa 70 + 


y= dy 十 1( Ee av A a) 
二 (Peav — 3FHadradn + 3.4s dvarm + -An dr) 十 [4]， 
31\F 下 和 
= 一 Fdudv 十 到 (dem + 3F,Ad1dy + 3F ,dudv + Ddv’) 
证 pe {2Asdu + 4 Fs + Aduidv + 6(F,, — FIH)AwAr 


+ 4 F,, -+ De)dudv + 2D,.dv} + [5], 
式 中 及 下 文中 , [5] 表 示 那 些 次 数 宕 :的 项 的 全 体 . 


这 样 ,曲面 9 在 局 部 系统 下 的 方程 变 为 
z= FxyC— EC 十 Dy) 十 二 {4 aE 一 4A oxy 
inaF, 3 一 4D, ry "+ DAE y 全 二 151. 
(1.2) 
设 了 点 的 非 主 切 切线 t。 为 
和 一 0，7y 一 ax 一 0， (1.3) 
n 表示 非 零 的 有 限 参 数 ， 那 末 , 通 过 i。 的 一 个 平面 的 方程 是 
2 ~ ply 71+)~ 0, (1.4) 
”这 里 ? 是 参数 ， 为 了 求 出 平面 (1.4) 和 = 的 截 线 Co 在 了 点 邻 域 
的 展开 ,把 (12) 代 进 (1.4) 并 改写 为 
ymztr 十 oz 十 Bt 十 ti 寺 [5]， (1.5) 
式 中 已 令 
w= EF? 
p 3 


2 
rd 十 Dm)， 


五 3 EF : 1 
= 2 (4+ 4Dn) + -Lt- 
所 9 l2p | 


3 


7 


3 ww 
P= 4 (EL) — 4A,n — 6F BT 了 
E24 


Dudv 
一 4D,.m+D 2 ED) PD 
从 《1.4) 和 (1.5) 我们 得 到 
y= Bx + Br + ?x + [5], . (1.6) 
式 中 已 一 pg, B= ph, 7 一 py. 
(1.6) 就 是 蕉 线 C,,, 在 xz- 平 面 上 的 平行 投影 ， 而 这 投影 在 
了 ?点 的 密切 抛物 线 显然 具有 形 如 
z= G(x + oz) (1.7) 
的 方程 。 从 《1.6) 和 (1.7) 得 知 
5 和 
og™ 了 月 。 


可 是 (1.6) 在 P 的 仿 射 法 级 是 密切 抛物 线 《1.7) 的 直径 ,所 以 
C。.。 在 了 的 仿 射 法 线 决 定 于 方程 组 
2a2xz 十 本 sg 一 0 一 py 一 zx) 一 0， 
或 者 写成 
2 Finix 十 {党 一 pe 十 Po) # = 0, | :LD 


z—ply—nr)= 0. 
当 。 变动 时 ， 这 条 仿 射 法 线 总 是 在 一 个 平面 m 上 : 由 (1.8)- 
两 方程 消去 p, 便 得 出 m 的 方程 
《4 十 了 Days — 3Fin(y + nr) = 0, (1.9) 
这 就 是 Transon (1841) 的 结果 ，、 因 此 , 称 a 为 对 应 于 曲面 切线 
ts 的 Transon 平面 ， 如果 把 (1.9) 写 成 


ux dy 十 zz 一 0 (1.10) 
那 末 我 们 有 
pul — 3Fin’, . 
pu? 一 3Fin, | (1.11) 
pt 一 —(A + Dn’), | 


p 天 0 表示 比例 因子 ， 从 此 消去 x, 使 得 到 三 阶 锥 面 了 ; 
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Ani 十 Du 十 3Fimu = fd. (1.12) 
T. Kubota 〈 涂 田 嘎 彦 1930) 从 另 一 个 比较 复杂 的 作法 达到 
了 同一 锥 面 T， 在 讨论 的 重要 性 质 之 前 ， 有 必要 求 它 的 点 坐标 
的 方程 ,从 而 决定 它 的 次 数 。 为 此 ,将 ma 的 方程 (1.9) 两 边关 于 = 
偏 微 分 一 次 ,我们 容易 导出 :了 是 下 列 直线 ea。 的 轨迹 : 
(24 — Dn')s — 3Finy 一 0， } 
(4 — 2Dn')s + 3Fwir = 0. 
从 此 消去 x, 便 有 于 一 0 和 
W= —ADizt- 64DFiwxry + 4FesC Ax’ + Dy*) 
”十 3FY2y? 一 0. (1.14) 
前 者 表示 曲面 的 (双重 计算 ) 切 平面 ， 而 后 者 恰恰 代表 Tr, 所 以 T 
是 四 次 代数 锥 面 , 它 沿 着 二 主 切切 线 和 曲面 声 平 面相 切 . 
”一 方面 , 我 们 由 了 工 的 平面 党 标 方程 (1.12) 容易 看 出 : 工 有 三 
张 尖 点 平面 :而且 它们 相 会 于 曲面 " 在 了 点 的 仿 射 法 线 D。 另 一 方 
面 ,从 工 的 点 坐标 方程 (1.14) 推 出 : 了 具有 三 条 尖 点 直线 c1,c25 63， 
其 方程 则 决定 于 
OW _ OW _ BW BW ( Oi }- 六 


(1.13) 


Or Oy Ox? Oy’ OxOy 
实际 上 ，c; 的 方程 是 


式 中 e 表示 1 的 立方 庶 根 ，B ~ YD/4. 

从 (1.13) 和 (1.15) 我 们 还 容易 断定 ; 在 曲面 c 的 了 点 对 应 干 
cocaycs 的 切线 是 Datboux 切线 , 而 且 切 平面 关于 c1,cs,cs 所 形 
成 的 三 面体 的 极 线 是 曲面 的 仿 射 法 线 ， 三 面体 的 三 面 和 曲面 切 平 
面相 交 于 Darboux 切线 ， 而 和 各 直线 < 与 仿 射 曲面 法 线 的 平面 
则 相交 于 Segre 切线 , 

另外 ,我 们 还 可 证 明 下 列 定理 : 


D0. On A 从 它 的 三 个 拐点 在 一 0 上 的 事实 立即 
推出 这 个 结论 
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设想 三 条 人 尖 点 直线 和 二 主 切 著 线 、 仿 射 曲面 法 线 中 的 两 条 所 
决定 的 二 次 锥 面 ， 那 未 剩 下 一 条 关于 这 锥 面 的 极 平面 必 通 过 两 条 
尖 点 直线 . 
EE，Bompiani (1920) 证 明了 关于 .Darboux 曲线 在 P 点 的 密 
切 平面 的 三 条 交 线 和 “Cech 轴 的 一 个 类 似 定 理 . | 


$ 2，Moutard 织 面 


我 们 继 $ 1 之 后 考察 曲面 0 的 平 截 线 C。,, 而 取代 密切 抛物 ， 
线 的 图 形 现在 则 是 一 般 的 密切 二 次 曲线 KK;,。。 根据 Moutard 定 
理 , 当 如 固定 时 :这 些 KK,。( 其 中 ?被 看 成 参数 ) 在 同一 个 织 面 
上 , 即 ， 对 应 于 切线 i。 的 Moutard 织 面 。 

为 前 明 这 个 事实 ,我 们 取 一 个 织 面 


&1x2z 十 42y? 十 az 十 2biyz 十 25237 十 2bsxy 
二 cx 二 cay 十 cas 一 0. (2.1) 
因为 它 是 过 P 点 ， 所 以 式 中 略 去 了 常数 项 ， 对 于 其 余 系数 的 决定 
将 加 上 两 组 条 件 : (1) 各 系数 与 2 无关; 〈2) 将 (1.4) 和 (1.5) 代 进 


(2.1) 右边 ， 除了 一 个 公 因 子 外 必须 满足 到 * 的 4 次 为 止 。 实际 
上 ,我 们 得 到 


1 
li 一 一 人 dg3 一 3 (A + Da — i 更 ， 


225 了 (4 人 2Dn), 


28; 一 ss 了 (24 一 Dp’ 了 223 一 —F, 


d= c= 0, c= 1. 


因此 ,曲面 5 在 P 点 对 应 于 切线 ta [方程 (1.3)1 的 Moutard 
织 面 约 方程 是 
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多 2 
[4 + Dn 一 3Fa {a Ql F 4) 44n— 6F SinF, 
2 


Oudv 
— 4D,m+D an 元 2 "| zs*: — 12Fin( A — 2Drn)ys 
5 [2 


十 12FinX24 — Dn’)ax + 36Fn(s — Fxy) = 0. {2.2) 
这 个 织 面 在 P 点 的 直径 决定 于 两 方程 
《24 一 Dao)z -— 3Fny 一 0， } 
《4 — 2Dn)s 十 3Fzzaxz 一 0， 
即 (4.13)， 所以, 当 z 在 了 点 周围 变动 时 ,直径 4。 的 轨迹 是 锥 
前 T. 这 样 ,我 们 获得 了 T 的 另 一 几何 作 图 ， 
我 们 考察 平面 x.， 它 的 方程 是 
(24 — Dri)s ~— 3Fny — k{(A — 2Dr)s + 3Fnx}= 0 
或 
{ 人 一 2)4 一 (了 一 1)Dmajs + 3Fin(y + kax) = 0. (2.4) 
特别 是 ， 从 (1.9) 看 出 a 恰恰 是 Transon 平面 ， 另 外 ，m 和 m 
分 别 表 示 4a。 和 一 条 主 切切 线 所 在 的 平面 ， 因此， 作为 通过 直径 
a。 的 一 个 平面 的 zw， 几何 上 是 由 交叉 比值 
(x0mooyThT) 一 户 (2.5) 


(2.3) 


定义 起 来 的 。 
首先 ,我 们 证 明 
定理 . 当 切 线 rz 在 中 心中 的 线束 中 变动 时 ,平面 网 包 络 成 
一 个 四 次 三 阶 的 代数 锥 面 T(%), 而 且 这 锥 面具 有 三 条 尖 点 直线 ， 
设 它 们 的 三 张 声 平 面相 会 于 曲面 在 ? 点 的 仿 射 法 线 ， 
实际 上 上 ，zxx 的 平面 坐标 是 
#1 一 SER 
ptfa = 3Fn, 
pt 一 (下 一 2)4 — (2 — 1)Dn, 
从 这 些 方程 消去 + 《当然 也 消去 比例 因数 p) 便 获 得 包 络 面 的 方程 
3 下 站 ?zttfata 一 RR — 2)An + (2 — 1)Dai = 0. 《2.6) 
一 般 是 三 阶 四 次 锥 曾 , 而 具有 三 条 人 尖 点 直线 cA(), c(h), cA 
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为 了 找 出 这 个 锥 面 T(&)》 的 点 坐标 方程 ,我 们 从 方程 (2.4) 和 
' 其 关于 # 的 导 来 方程 消去 x 结果 是 : 
(2k — N(R — 2)ADss 十 6RC(R ~— 2)(2k — 1)ADF'rys? 
— 4C2K — 1)FSDeay? + AA A(R — 2)2x’ — 3R Fry 0, 


(2.7) 
为 了 方便 起 见 , 令 
- A(2 — A 4 D = Du (2.8) 
从 而 41 = 4， D1 一 D， 而 且 方 程 (2.6) 和 (2.7) 分 别 简化 成 为 
| 3F2pltzt3 十 A 十 Dui= 0 {2.7) 


和 
一 人 DAz4 十 6AiDiF ery + 4Fs2( Aix? + Diy’) 
+ 3Fxy 一 0。 《2.8 了 
这 里 有 例外 ,就 是 当 不 一 0 或 不 一 oo 之 时 ,于 是 锥 面 分 解 为 以 
一 := 一 0 为 轴 的 平面 束 中 的 四 个 平面 pi(i 一 1,2,3,4) 
zs(ABz + Fy)(ABz + eF’y)( ABz 十 SF) 一 0 
或 以 x 一 > 一 0 为 轴 的 平面 束 中 的 四 个 平面 gi (i 一 1,2,3,4) 
2 AB’z + Fx) AB’z + eFix)( dBzz + Fix) = 0, 
其 中 如 前 已 令 8B 一 YD/4， se? 一 1， 每 组 平面 的 交叉 比 相等 
《一 一 5)。 
显然 ,将 (2.7) 和 (2.8) 中 的 4 和 Di 分 别 换 作 4 入 ,我 
们 立刻 得 到 锥 面 了 的 相应 方程 (1.12) 和 (1.14)， 所 以 按照 (1.15) 
很 快 就 写 出 尖 点 直线 cxC%),cX 光 和 ,eX 的 方程 ; 


式 中 
Bi 一 -|2= 
4 玉 2 一直 
洛 ci(R) 的 贸 平 面 的 方程 是 


zx 一 BiBiy 一 0 (i=1,2,3), (2.,10) 
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所 以 这 三 张 平面 相 会 于 曲面 在 了 点 的 仿 射 法 线 。 证 毕 ， 

从 (2.9) 还 容易 看 出 , 曲面 的 切 平面 关于 三 尖 点 直线 所 构成 的 
三 面体 的 极 线 是 曲面 的 仿 射 法 线 ， . 

在 锥 面 T(x》 的 单 参数 族 中 ,TC 一 1) 和 T(C1》 即 了 在 下 列 
事情 上 是 具备 相同 性 质 的 ， 三 兴 点 直线 cx 一 1),cx( 一 1),csx( 一 1) 
组 成 这 样 三 面体 ， 它 的 三 面 与 切 平面 相交 于 atboux 切线 , 和 而且 
三 尖 点 切 平面 与 切 平面 相交 于 Segre 切线 ， 

这 是 由 于 ,从 条 件 Bi 一 B 得 出 

C2 一 人 一 对 一 1， 
即 
《十 1 一 1 一 0. 

在 一 般 场 合 下 ， 以 ci(R), cK), cAk) 为 三 棱 的 三 面体 了 

的 三 面 交 切 平面 于 三 切线 


zz 一 x 十 siBiy 一 0 (i=1,2,3), (2.11) 
而 T(%) 的 三 尖 点 平面 交 切 平面 于 其 共 邱 切线 
Y 一 并 一 BiBiy 一 0. (2.12) 


我 们 提 癌 ,什么 时 候 三 切线 (2.11) 会 年 合 于 Segre 切线 ? 这 发 生 在 
且 仅 在 外 满足 方程 
影 一 2 本 一 28 寺 1 一 0 《2.13) 


”之 时 ,方程 (2.13) 有 两 实 根 a (+ < “= < 十， 2<p<3). 


因此 ,在 单 参 数 峻 的 锥 面 T(*) 中 只 有 TIT(a) 机 (8) 具备 这 样 
的 性 质 : T 的 三 面 交 切 平面 于 Segre 切线 , 且 从 而 三 尖 点 平面 交 
切 平面 于 Datboux 切线 ， 

在 推导 尖 点 直线 cx)，ca(R)，c3C) 的 方程 时 ， 我 们 曾 假 


定量 B4 不 等 于 0 也 非但 当 上 一 00， 一 十 时 或 当 一 0， 
一 2 时 ，Bk 变 为 0 或 co。 两 锥 面 T(0》 和 T(co) 都 分 解 
为 四 张 平面 。 如 前 文 所 述 。 当 《 一 2 或 上 一 少时 ,对 应 的 锥 
面 TCX) 便 分 解 为 二 次 锥 面 T; 或 7 和 一 个 双 量 计算 的 平 
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而"， 事 实 上 ，rC2) 和 (十) 分 别 决定 于 
(Fx 十 Dyz)y = 0 
和 
| (Fy 十 4xrg)xz 一 1， 
于 是 Ti 和 TY 的 方程 分 别 是 
Fx? + Dyz=0 (2.14) 
和 | 
Fp + Axz ~ 0. (2.15) 
可 是 各 二 次 锥 面 决定 于 的 三 尖 点 直线 、 念 身 曲 面 法 线 和 一 条 主 


急切 线 ,所 以 我 们 得 到 TC2) 和 《 士 ) 的 几何 结构 ， 
一 般 说 来 ,从 TC*) 的 三 尖 点 直线 出 发 加 上 二 主 切切 线 和 念 


射 曲面 法 线 共 三 条 中 的 两 条 直线 ， 我 们 局 样 得 到 以 了 点 为 项 所 的 
| 二 次 多面 T,(k), TCk), TCR); 它们 药方 程 分 别 为 


AiDi2: 一 Fixry = 0, (2.16) 
Fix? + Diyz = 0, (2.17) 
Foy + dkxz 一 0。 {2.18) 


从 (2.9) 容 易 看 出 , 锥 面 TC(R》 的 尖 点 直线 组 {cxCX)，cx(*)， 
ck)} 决定 于 下 列 方 程 中 的 两 个 : 
Fix + eBiAzs™— 0 Fy eBiAis = 0,x— si'Biy= 0, 
| (2.19) 
其 中 ,一 1， 2 ee a &， 我 们 就 有 
For’y’ 一 6F ADr’y’s? 一 4F*ADz( Ax’ 十 万 好 ) 
一 342?D2xys 一 0， (2.20) 
这 方程 表示 一 个 六 次 锻 面 ， 由 于 它 再 也 不 含有 8’， 所 以 这 个 锥 而 
是 TCk) 的 尖 点 直线 组 全 体 ( 对 于 所 有 《*) 的 轨迹 ， 此 外 ,我 们 容 
易 看 出 ,这 个 锥 面 以 各 主 切切 线 为 三 重 线 , 而 且 以 曲面 在 ?点 的 仿 
1) WHaack 《Ma 坊 ， Zeizt，33 (1931)，$8，260 页 》 曾 从 直线 几何 的 角度 也 获 . 
得 了 这 二 锥 面 ,并 称 为 曲率 锥 面 ， 
«7B» 


射 法 线 为 节点 线 . 

一 般 说 来 ,一 个 以 了 为 顶点 的 六 次 锥 面 是 有 由 过 P 的 27 条 直线 
决定 的 ,所 以 3 个 任意 尖 点 直线 组 {cx ， cx), eX%)} 完全 决 
定 了 所 有 其 他 尖 点 直线 都 在 其 上 的 六 次 锥 面 . 

对 于 TCR), TX), T2 Ck) 的 任何 一 个 ， 比方 T,(R), 二 主 
切切 线 所 决定 的 平面 , 即 切 平面 ,和 仿 射 曲面 法 线 有 极 平 画 和 极 直 
线 的 关系 ;对 于 T(xX)，T?(《》 同 样 成 并 类 似 关 系 . 

我 们 还 要 应 用 锥 面 T; (%*)， 借 以 解释 Pick 不 变量 7 和 仿 射 
平均 曲率 五 的 几何 意义 。 为 此 ,考察 曲面 9 在 了 点 的 Lis 织 面 : 


2fg 一 Fry)} 于 He, (2.21) 


从 此 和 (2.16) 得 出 Ts(&) 和 这 织 面 的 交 线 : 二 主 切 切线 和 一 条 
二 次 曲线 


:但 一 工作 一 2 一 1 ， 


Fry = kk — 2)C2k — 1 -20 . 


”后 者 在 切 平面 的 一 张 平行 平面 上 ， 并 与 曲面 的 仿 射 法 线 相交 于 一 
点 ,这 交点 到 了 点 的 仿 射 距 高 等 于 


H 1 =l 
pe™~ [ERD7). (2.22) 


最 后 关系 对 于 各 不 同 的 数值 给 出 了 我 们 所 求 的 几何 意义 ,比方 
. 说 , 设 天 夫 &， 我 们 有 


和 | (2.23) . 


式 中 已 令 和 4 一 (2 一 (24 一 1)， 等 等 ， 
特别 是 , 当 4 一 一 1 入 二 ! 时 ,我 们 得 到 
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6 下 (2.24) 
4 \p-: pp-l 

上 文中 曾 指 出 锥 面 T( 一 1》 的 一 个 特征 , 在 这 里 又 应 用 它 作 
儿 何 解释 ， 另 一 方面 ， 在 曲面 0 的 一 点 了 作 过 它 的 任 一 包 络 柱 面 
和 其 与 曲 画 0 的 接触 曲线 。 Blaschke? 证 明 ; 这 接触 曲线 在 PP 点 
的 密 场 平面 包 络 一 个 三 阶 锥 面 。 但 是 我 们 将 证 下 列 定理 : 

锥 面 T( 一 1) 恰恰 是 Blaschke 锥 面 ， 

实际 上 ,所 论 包 络 柱 夯 的 接触 曲线 决定 于 方程 


划一 0， (2.25) 
式 中 % 表示 参数 . 可 是 从 上 曲面 9 的 归 范 展开 (1.2) 我 们 改写 (2.25) 为 
F(x + y)— (4dr + Day:)+[3] 一 0， 

所 以 在 PP 点 (xz 一 7 一 0) 


dy d’y 2 3 
= 一 下 i 二 Di ). (2.26) 


Wt 十 2 十 zf 一 0 
妈 

mr uy tw Frxy)+ [3]—=0 
导出 (2,26) 的 两 值 ,并 把 它们 和 《2.26) 相 比较 , 便 有 


因此 ，Blaschke 锥 面 的 方程 是 
Fimuas 一 Anwi— Dai = 0, 
它 表 未 了 芒 一 1)， 证 毕 。 
我 们 必须 考虑 两 个 尖 点 直线 返 三 小 组 1) 一 {c;(4)} 和 
区 有 ) 一 【cr 人 AD 区 下 尖 天 主 一 1,2,3) 在 同一 个 二 次 锥 面 上 的 问题 ， 


Ws 也 Fa .经 一 t+, 
了 ta 


1) DG W 12L 页 。 
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从 (2.9) 立 即 导 出 充 要 条 件 : 
BIA: BIA 1 Be BiA, BA 
eBiA: eBiA: 1 eBiAy eBiA: BaA: 
EBA eBIA? 1 EBiAd: eBiAd, BiA? 
BIA BiA: 1 Bi, BiAs B33: 
1 
1 


一 0 
EBiA: 87 卫 3 E 了 4 eBA: BaAS 
SBIAY 8B3 4 giBsAs esB24， B3A 
或 《PR — BA CD 一 DA — As) = 0. 
将 (2.8) 代 进 , 便 有 
i (2.27) 


当 丰 一 1 时 ,上 列 三 个 数 相等 ; 反 过 来 ,也 成 立 ， 这 就 是 说 ,只 有 
锥 面具 备 这 样 的 性 质 ， 它 的 三 条 尖 点 直线 不 在 其 祭 锥 面 的 三 条 
尖 点 直线 也 在 其 上 的 一 个 锥 面 上 ， 

现在 我 们 提问 : . 对 应 于 外 和 (2.27) 中 的 二 值 比 方 km-;2 一 


的 三 组 《入 ，!( 到 )，K2 一 和 的 尖 点 直线 ， 会 不 会 在 同一 个 
二 次 锥 面 7 上 .倘若 可 能 。 分 别 以 ki"，2 一 4 代替 上 列 三 组 
人 (证)。 x 人 半 二 !) 也 将 在 了 上， 因为 后 者 决定 于 (人 )， 


区 到) 同 樟 ，K2 一 科 ，:( 二 二)， 必 有 也 将 在 上 ,因为 后 者 
也 决定 于 K2 一 和 ， 必 )， 这 样 一 来 ，x)，: (二 )， :C2 一 如， 
(全 二 上 -二 条 外 点 直线 邦 在 二 次 锥 泗 了 上 .但 


是 ,除非 六 次 锥 面 (2.20) 分 解 ,不 可 能 有 这 种 情况 。 然 而 (2.20) 是 
不 分 解 的 ,所 以 我 们 课题 的 回答 是 否定 的 ， 

最 后 , 我 们 转 到 Lie 织 面 和 锥 面 TXX) 或 TC(%) 的 交 线 的 
讨论 。 为 了 书写 简便 想见, 特别 对 于 = 1， 即 对 于 Ts 和 Tz 进 
行 ,因为 方程 (2.17) 和 (2.18) 分 别 变 为 (2.14) 和 (2.15), 因而 可 把 
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4 和 Dk 写 为 4 和 D, 而 其 他 照旧 . 

Lic 织 面 的 定义 如 下 :在 一 个 双 曲 弯曲 的 曲面 "的 一 点 P 引 
曲面 的 两 条 主 切 曲线 m 和 wm， 并 在 wu 曲线 上 取 P 的 两 邻近 点 
0， ,而 在 这 三 点 引 主 切 曲线 + 的 切线 ， 这 三 条 切线 所 决定 的 
织 面 称 为 Lie 织 面 ， 

根据 Lie 的 指点 。 即 使 交换 主 切 曲线 “和 s， 所 得 到 的 织 面 
仍然 不 变 ， 我们 容易 证 明 : 曲面 9 在 P 点 的 Lie 织 面 的 方程 是 


2(z 一 Fry) 一 已 2 (2.28) 
或 者 写成 参数 表示 《参照 Blaschke DG iF，223 页 ): 
Bd 
Hig + 2F 
y 一 2 “(2.29) 


pe 2 
Hig + 2F. 


设 C; 和 CY 分 别 是 Lie 织 面 和 T;，F? 的 交 线 .。 它们 都 
是 三 次 挠 曲线 一 ,这 可 以 下 述 计算 证 明之 。 例如 , 取 症 来 说 ， 
从 (2.14) 和 (C2.29) 得 出 


Dp; 
4 二 0 入 Le 
或 和 


前 一 方程 给 出 了 主 切 切线 x 二 z 一 0; 后 一 方程 则 表示 一 条 三 次 
找 曲 线 Ca: 
2 万 经 
2F:— DHp’ ” 
2F2pg 
2F3— DH ” 
2Dp 
2F — DHIa 


同 祥 , 另 一 条 三 次 挠 曲线 C， 的 参数 表示 为 


B22* 


人 


{2.30) 


2F1X 
2Fs3 一 4” 
2AR 
4 2F3— AHEB ” G3 
2AN 
2BF3 一 4B1 * 
将 (2.30) 关 于 微分 两 侧 , 并 以 . 表示 时 微 ,我 们 有 
2Dp (4F’ + DH’) 
(2F3 一 DH Y 
4FX RS -+ DH?) 六 
QF — DHpY “ 人 


+ 一 


2 一 一 


3 


12F3Dp’ 。 好 4 
(2F: 一 DB “ 和 汪汪， 
由 此 得 知 ; 曲线 C; 在 P 点 分 别 是 以 主 切切 线 一) 一 0 和 曲 
面 的 切 平面 为 切线 和 密切 平面 的 . 
”对 于 cy 成 立 类 似 的 定理 ， 
现在 考察 C; 的 切线 面 : 


全 一 一 


2DP 
一 一 一 2PDw_ pu4F’ + DH 
* 38 一 DH p nt 本 )s 
y— — 2 + 2pF(F + DHE), (2.33) 
2 — DH 
2Dp ND 
De 
* 2F— DHE 
它 被 点 的 切 平面 截 下 的 截 品 曲线 是 抛物 线 
xz 一 一 卫 yy 一 -2 
3F3™ 3F 
或 写 为 
4F 
2 | Eo 0. 2.34 
yz (2.34) 


显然 , 主 切切 线 ) 一 = 一 0 是 其 直径 ,而 和 另 一 条 主 切 切线 x 一 
z 一 0 相声 
同样 ,从 cy 导出 另 一 条 抛物 线 


es 83« 


4F 


x? 二 "34 y > 0。 {2.35) 
这 两 搜 物 线 除 了 P 点 而 外 ,还 在 另外 三 点 相交 ,而且 三 点 在 三 直线 
z= Ar— Dy=0 (2.36) 


即 在 P 点 的 Segre 切线 上 。 这 个 结果 和 ech 《1922) 的 一 个 相 
类 似 。 
久 为 C， 和 Cs 在 PP 点 的 密 蕊 平面 都 曹 合 于 曲面 的 切 平面 ， 
所 以 按照 Weitzenbsck (1918》 关于 挠 路 线 的 仿 射 主 法 线 的 几何 解 
驾 便 可 断定 : Cs 和 Cs 在 P 点 的 仿 射 主 法 线 分 别 是 主 切 切线 ?一 
2 一 0 和 x+ 一 * 一 0， 而且 它 们 在 P 点 的 仿 射 曲率 都 等 于 0， 
为 了 要 找 出 曲线 Cs 和 Cs 的 其 他 人 性质 ,我 们 把 (2.32) 两 边 
再 一 次 关于 上 导 微 : 
t= 4D 4 + I4FDHE + DH 
(2F? 一 DH 
4 十 DB 
《2 五 3 一 DH 
Ft DH . 
(2F3— DHpsY” 
40Fs + 32 FDHr 十 D?Hips 
(2F?~—~ DH 
8Fs 十 19F3DH + 2DiHps 
(2F’ — DHp?)Y 


》 


y= 12 FIDHE 


-= 48 F Dp 


z= ~—1l2DHp 


» 


y= 24FDHE 


Si dp ht I pI SD 
QF’ — DHA) ’ 
从 此 得 出 
192 FSD? 


= (XE) c= 一 一 一 一 一 一 一 一 一 
四 《3 多) Cm DE 


(2F’ — DH Ye. 


这 些 量 在 P 点 (jg 二 0) 的 数值 如 下 : 


zn = 0, Ey Xo = 0, 如 一 0， 
F 
12DEH 
为 一 一 及 一 0， 加 一 0， 如 F 
2 一 10. 0 二 0， i zn 二 0， 


, 
| 1 
Po 一 sp 和 一 0， 


Y 19FD:i 
a/ 1 DH 
和 一 一 4V 2 192F5D: FF 
如 局 第 一 章 $ 4 所 用 的 一 样 ,我 们 把 关于 C; 的 仿 射 驱 长 的 导 微 记 
作 一 投 , 那 未 得 到 各 有 关 量 在 P 点 的 值 : 


+ 的 四 
2 =™ FE? £ 一 0 
2Dop’ 
+ 二 一 Fr? y= 0y z 一 0， 
zz” 一 10， y ”一 0， ”一 一 6 卫 @ 


Fi 
最 后 一 列 的 数值 表明 ，Ci 在 P 点 的 仿 射 副 法 线 重 合 于 曲面 的 仿 
同样 的 事实 关于 曲线 C; 也 成 立 ， 
从 上 列 公 式 容易 算出 C3 在 了 点 的 仿 射 挠 率 A; 
一 一 yA H. (2.37) 


同样 ,我 们 可 算出 C; 的 仿 射 抄 率 ,而 实际 上 也 是 4. 
一 条 挠 曲线 在 一 点 了 的 三 条 邻近 的 仿 射 主 法 线 决定 了 一 个 所 
谓 仿 射 主 织 面 ?。 从 (2.37) 我 们 立即 得 到 定理 : 


1) 苏 步 肖 ，Jap. jourm、 Math.， 3 《1930)，1 一 ?7 页 。 


* $5 * 


在 P 点 , 二 曲线 Cs 和 Cx 具有 一 个 公共 的 仿 射 主 织 面 ; 它 
属于 Darboux 织 面 束 , 而 且 其 中 心 与 P 的 连 线 是 仿 射 曲面 法 线 . 

从 (2.31) 和 (2.37) 又 得 到 定理 : 

如 果 对 于 的 基 特 定 值 曲线 Ci 人 (KK) 或 C7 (人 )》 变 为 三 次 抛 
物 线 ， 那 末 对 于 有 下 的 任何 和 值 也 成 立 。 当 且 仅 当时 禹 是 仿 射 极 小 曲 
面 时 ,这 种 情况 才 会 在 曲面 的 各 点 出 现 . 


$3. 主 切 密 切 织 面 偶 


我 们 考察 一 个 曲面 "、 其 上 的 一 条 曲线 C 和 C 上 三 个 邻 点 
”P,P、\P;。 在 这 些 点 各 引 通 过 它 而 属于 一 系 的 主 切 曲线 在 这 点 的 切 
线 ， 用 以 决定 一 个 织 面 。 当 Pi\P; 沿 C 独立 趋 近 P 了 时， 这 个 织 面 
的 极限 称 为 C 在 P 点 的 一 个 主 切 密切 织 面 (Bompiani 1926)。 如 
果 使 用 o 的 第 二 系 主 切 曲 线 ， 就 得 到 第 二 个 主 蕊 密切 织 面 。 本 节 
里 ,我 们 将 从 仿 射 几何 的 角度 把 主 切 密 急 织 面 同 曲 面 的 仿 射 法 线 、 
Darboux 切线 、Segre 切线 、Bompiani 初等 形式 和 Fubini 射影 线 
索 联 系 起 来 ,而 明确 它们 之 间 的 几何 结构 ， : 
设 曲 面 o 参考 于 其 主 切 参数 *,” 的 方程 为 
X= Xu). (3.1) 
从 曲线 C 的 各 点 引 系 uCdv 一 0) 的 主 切 曲线 的 切线 ,其 全 体形 成 
一 个 直 纹 面 R，R” 的 方程 为 
Zu ) = xX WX (3.2) 
式 中 x、x。， 里 的 ”应 被 看 成 = “ 的 函数 ， 曲线 可 以 作为 曲面 < 
上 一 个 单 参数 族 曲线 
一 2 一 0 (3.3) 
的 一 个 成 员 看 待 ， 
现在 对 (3,2) 作 关于 w，、w 的 各 阶 偏 导 数 , 在 各 过 程 都 要 参考 
(3.3) 和 第 一 章 (5.70),(5,74) 进 行 计算 ,我们 便 有 
z, 一 Q 十 和 = 十 Q 十 w 4)x, + iwFy, 


* BO * 


Fi it Xu 
Zi = (*) x 十 民 EE 
F 也 


水 以 洗 十 22 A。 ~ 7 ar) Xx, 
F F 


+ [24F + wid + 24F, + LF, + FPF)]y, 


; fF 4 
Zoo i Xu 十 一 2 十 1 
F F J 


式 中 表示 4 的 全 导数 ， 于 是 R' 的 弯曲 主 切 曲线 的 微分 方程 
(Wis sa) d# 十 2 (3B) dw =0 


化 为 下 列 形 式 : 


4 4 
4 一 ln(A:/F 
十 站 nCA/F?)+ FB n(A:/F) 


-war—x4|. (3.4) 


通过 RW 的 一 点 x 引 其 弯曲 主 切 曲线 在 * 点 的 切线 ; 那 末 其 
上 的 一 点 其 有 坐标 
XCw sn) 一 z+ 5， (3.5) 
其 中 是 另 一 参数 而 且 变 数 w 是 根据 (3.4) 被 看 为 的 函数 的 . 如 
果 把 空间 一 点 的 坐标 表示 为 (1.1) 的 形式 , 那 末 由 (3.5 ) 给 定 的 点 3 
的 局 部 坐标 XT ys 2 如 下 : 


zwtp(l+ +w De ) 
du Ff 


和 a (2 + w 4), : (3.6) 


z= iFwp, 
为 了 求 出 Reo 在 P 点 沿 主 切切 线 # 的 密切 织 面 的 方程 ,我 们 
把 (3.4) 代 进 (3.6) 的 第 一 方程 中 , 然后 从 变形 后 的 (3.6) 消去 # 和 


9 87 * 


w， 因 此 得 到 
3 2 4, | 
(Hg 一 2 十 2Fxy) 2 Vrs + 2 hys 


-和 {和 十 和 
五 : 


A ee ln (A/F) 一 对 xm 0: 
(3.7) 
这 就 是 C 在 P 点 的 第 一 主 切 密切 织 面 9 的 方程 。 C 在 了 点 的 
第 二 主 切 织 面 8"… 的 方程 是 


Fim 一 2z 十 2Fzy + 2 tre —22 2ys 


-21{2 +2 1+ © In(DYF) + 2 1s 0. 
D On 


F: F 
(3.8) 
98，0"”) 的 过 王 点 的 直径 分 别 决定 于 方程 

Ba 

yi :者 (3.9) 

和 
D D 
ayia A dl. (3.10) 


由 于 这 些 方程 和 1 都 无 关 , 所 以 我 们 可 以 推定 : 凡 在 曲面 点 
P 相 切 的 一 族 曲线 的 主 切 密切 织 面 的 中 心 都 在 过 P 点 的 一 条 直线 
上 .我 们 因此 称 这 直线 为 属于 P 了 点 公共 切线 的 中 心 线 ， 这 样 。 我 
们 得 到 二 中 心 线 (3.9) 和 和 (3.107). 
从 方程 (3.10) 和 (3.9) 分 别 溢 去 4, 结果 是 
Dyz 十 Fix:~= 0 
Axz + Fy = 0, 
这 两 个 二 次 锥 面 就 是 $ 2 中 所 得 到 的 Ta 和 Tx。 这样, 我们 获得 
新 的 几何 解释 ， 
当 切 线 在 中 心中 的 线束 中 变动 时 ， 对 应 的 二 下心 线 分 别 画 出 
二 次 锥 面 和 TY. 
过 二 直线 (3.9) 和 (3.10) 的 平面 决定 于 方程 


* B83 < 


ee - 


_ 4 A 
Fn” 2 = 人 0 
Di Bn 1 
F? F? 

即 (A + Day + x) = 0. 


当 且 仅 当 切线 是 一 条 Darboux 切线 时 ， 这 平面 为 不 定 。 就 是 说 ， 
Darboux 切线 的 方向 是 这 样 曲 线 的 方 庙 ， 使 得 它 所 对 应 的 两 系 主 
切 密 切 织 面具 有 一 条 公共 中 心 线 . 
这 个 结果 也 可 导 自 Bompiani 的 一 个 定理 ; 反 过 来 也 成 立 "， 
在 其 他 场合 ， 这 二 中 心 钱 决定 一 张 对 应 于 切线 a 的 平面 mi: 
yi rm 0, (3.11) 
它 首 过 的 共 轿 切线 和 曲面 的 仿 射 巷 线 . 因此 ,二 条 对 应 于 看 面 
在 P 点 各 切线 的 中 心 线 决定 了 一 个 平面 束 ， 而 曲面 在 P 点 的 仿 射 
法 线 是 作为 这 个 平面 束 的 轴 出 现 的 . 
面 842 当 1 一 co 时 趋 近 Lie 织 面 
Hae? 一 25 小 2PFxy 一 0 (3.12) 
同样 , 织 面 099 当 4 一 0 时 也 趋 近 Lie 织 面 . 
现在 作 中 心 线 (3.9) 关 于 Lie 织 面 的 共 斩 直 线 , 它 当然 在 切 平 
面 *= 一 0 上 ,而 且 随 着 切线 的 变动 包 络 一 条 抛物 线 C1， 我 们 
容易 求 出 C1 的 方程 
s— Axi— 4Fy= 0. (3.13) 
这 抛物 线 在 PP 点 与 一 条 主 切 切线 z 一 x 一 0 相 切 , 且 以 另 一 条 主 
切切 线 y 一 z 二 0 为 直径 .同样 ,我 们 得 到 第 二 抛物 线 C:: 
z= Dy —4Fr~= 0. (3.14) 
这 二 抛物 线 除 在 P 点 相交 而 外 ,还 有 三 个 交点 P,P,P3; 各 交 
点 在 Segre 切线 上 : 
A 一 站 六 一 0， (3.15) 


1) 参考 Fubini-Cech: Geometria proiettiva differenziale (以 下 简称 EGG 
GPD), Vol. II，Appendix 2; 戒 Haak; 42 脚注 。 


' 


和 BH 。 


b, (r pt 1 233} 的 坐标 为 


下 La 
#0， (3.16) 


式 中 如 前 已 令 8 二 Y47D,s 一 /1 ( 鹿 根 )， 这 些 点 构成 一 
个 三 角形 ,其 重心 是 P， 而 且 各 边 平 行 于 Darboux 切线 。 
证 我 们 郑 察 两 个 葛 为 一 般 的 抛物 线 : 


ky 0 7 一 kr C3.17) 


当 4 一 4 了 时， 它们 就 是 Cl!，C;， 当 《一 2 有 时， 我 们 获得 Cech 
(1922 ) 的 抛物 线 ， 在 P 点 和 一 条 主 切 曲 线 成 二 阶 接触 而 以 另 一 主 


切切 线 为 直径 的 拍 物 线 。， 当 一 一 地 时 。 我 们 得 到 $ 2 中 的 


(2.35) 和 (2.34)， 所 以 , 运用 交叉 比 或 者 按照 Memke-Scgre 不 变 
晤 ,从 上 列 三 对 抛物 线 便 可 几何 学 上 定义 抛物 线 (3.17)。 
上 述 一 些 关于 Cu C， 的 结果 都 可 以 拓 广 到 这 里 来 ， 而 无 须 修 
正 . 
现在 曲面 上 取 ? 的 一 个 邻 点 P， 我们 不 妨 把 PP 的 连 线 看 
做 在 切 平面 ; 设 G1,G: 是 两 抛物 线 (3.17) 和 PP 的 P 以 外 的 交 
点 ， 容 易 证 明 : 
Adu’ PP Da _ ,PP 
Fi KpG’ Fan ~ PpG, Go) 
式 中 已 省 掉 一 阶 以 上 的 微小 ， 景 后 关系 式 (3.18) 表 明了 Bompiani 
初等 形式 的 几何 意义 ， 
设 五 是 P 关 于 61,G， 的 调和 共 斩 点 从 (3.18) 我 们 导出 
PP _ Adus t+ Dav | 
4 ppx 2Fadudy C0 
这 样 ,我 们 完成 了 Fubini 射影 线索 的 几何 解释 。 


$ 4. Cech 变换 怀 及 其 应 用 
Cech 《19722) 证 明了 一 个 重要 的 定理 ， Lie 配 极 、Moutard 


对 应 和 Segre 对 应 在 射影 空间 曲面 的 一 个 正常 点 部属 于 一 个 单 参 
数 族 的 变换 过 之 中 3。 如 果 给 定 了 Lic 配 极 , 那 末 我 们 按照 曲 
面 在 一 点 的 切 平 商 上 的 某 些 二 次 曲线 偶 便 可 构造 出 任 一 变换 这 4 

在 前 面 三 节 中 , 我 们 获得 了 四 次 锥 面 TC%*) 和 两 个 二 次 锥 面 
Pi、T7。， 这 个 移 狗 和 马 的 构图 结合 起 来 , 便 产 生 一 个 问题 : 给 
定 两 锥 面 T;、TY; 怎样 构造 出 任 一 锥 面 FA)? 这 个 问题 的 解答 
不 仅 曾 明了 锥 面 PT 和 FPC) 之 间 的 关系 ,而 且 还 对 射影 曲面 
论 中 的 对 应 问题 给 出 启发 ， 这 两 个 问题 形成 本 节 研 究 的 对 象 ， 因 
此 ,我 们 分 为 两 部 分 进行 讨论 . 


I. 变换 二。 的 几何 结构 
1, Lie 配 极 


设 xi(wsv) (一 1,2,3,4) 是 三 维 射影 空间 P? 里 一 个 非 退 
编 非 直 纹 曲面 gc 上 一 个 点 0 的 Fubini 法 射影 坐标 。 又 设 o 上 的 
参数 网 是 主 切 网 ， 那 末 汲 数 x 都 是 Fubini 归 范 型 微分 方程 组 
se 
的 解 2.、 这 组 方程 是 被 假定 为 完全 可 积分 的 。 空 间 任何 一 点 也 的 
坐标 可 表 成 xlX 十 zx。 十 Tax 十 XXuo， 其 中 zi， x2， xas #4 表示 
P 参 考 于 共 变 四 面体 [xx。 x。 xuo] 涨 上 适当 单位 点 的 局 部 坐标 。 
令 


fy (4.2) 
Xl x1 Xy 5 
且 称 己 的 非 齐 次 坐标 ， 
设 为 曲面 上 过 口 点 而 且 与 切线 握 
7 一 2 一 5 一 0 (4.3)} 


相当 的 曲线 如 前 节 所 示 , 在 0O 点 属于 Cc 的 主 急 密 其 织 面 8 和 
25 分 别 决定 于 方程 


1) 参考 EC: GPD, Vol. ll, chap, IX, 
2) 参考 F-&; GPD, Vol. 1， 


+ 9 * 


kz + PAAx 一 y)z 十 Mg 一 xy)m 0, (4.4) 
Rs Yiy 一 和 xz)g 十 2 一 zy 一 0， (4.5) 
式 中 条; 和 是 由 C 的 二 阶 元 素 组 成 的 量 ， 在 以下 讨论 中 它们 不 起 
任何 作用 , 
现在 ,在 0 点 的 切 平面 上 取 一 条 不 通过 0 的 直线 4: 


zs 一 过 十 工 一 1 一 0 (4.6) 
a 8 
并 作 天 与 办 的 交点 P; 
av abh 
yy = 0, 4.7 
Er pp C102 


另 一 方面 ， 我 们 考察 hh 关于 9 和 0 的 共 轿 直线 下 ) 
7?， 面 且 从 ' rp 


es @ pag 598)z， 
aly = (ap 十 2)s: } 3 
和 
bx = (1+ rb)2, 
ay 一 【] 一 Yat)s } C00) 


导出 这 二 共 罗 直 线 所 在 的 平面 ， 首 先 寞 出 ， 当 且 仅 当 
B+ 0 (4.10) 
即 所 是 Darboux 切线 时 ，B”” 和 生机 重合 ， 因 此 它们 所 在 的 
平面 变 为 不 定 。 除 此 而 外 ;所 在 平面 的 方程 是 
2Z827 十 aby 一 【ai 十 五)z 一 0。 {4.11) 


所 以 了 点 和 这 平面 之 间 构 成 曲面 在 0 点 关于 Lie 织 面 的 配 极 ， 
2. Moutard 对 应 > 


曲面 在 〇 点 的 切 平面 上 一 点 P(x1s X15 x3, 0) 同 通 过 [a 的 一 张 
平面 x 
3 十 9 一 只 5 一 0 (4.12) 
两 者 之 闻 如 采 成 立 下 列 关系 ; 
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wl 于 


PM 和 一 X1T2X3 十 as + ?x3), 
pi2 一 Xrss (4.13) 
p13 一 zax3y 
那 末 就 称 为 Cech 变换 二 x。 
从 上 一 段 立 见 看 出 ，2>6 就 是 Lie 配 极 、 反 过 来 ,由 工 。 和 


切 平面 上 茶 些 二 次 曲线 假 可 以 造 出 完 。 可是 ， 在 这 里 我 们 却 从 


共 斩 极 线 #2 和 71) 造 出 Moutard 对 应 来 ， 实 际 上 , 当 曲 面 的 苇 
线 所 变 到 邻近 切线 时 ,对 应 的 各 条 直线 2? (或 下) 和 它 的 邻 
近 直 线 决 定 了 一 张 平面 x“ (或 2)， 于 是 我 们 有 
ete a CO a fhe 4AY 
a = ab(2hr 十 ?)》 一 (282 + adr ob)s = 0,. (4.15) 
这 二 平面 的 交 线 各 同 直线 二 相对 应 , 就 是 说 ;由 (4. 3) 给 定 的 
i 对 应 于 加)， 而 后 者 的 方程 是 (4.14) 和 (4.15): 
34( 4y xs) 十 ay1 一 289)z 一 0， } 
32(px 一 gg) 十 658 一 2722)2 一 0， 
可 是 属于 t 的 Mourard 织 面具 有 如 下 的 方程 ; 
{(*#)2: 十 33z O— xy) + 28 一 7 和 )yz 
一 《8 一 2723)yg = 0， (4.17) 
式 中 (*) 表 示 我 们 用 不 着 的 系数 。 比较 (4.3) 和 (4.16), 便 得 出 下 列 
定理 : 
两 直线 六 和 ?if"”?) 是 关于 切线 所 所 对 应 的 Moutard 织 面 的 
共 红 极 线 . 
.和 如果 把 6 和 刀 的 交点 PK(rzrayray 0) 国定 下 来 而 变动 bis 
那 未 对 应 的 直线 i”) 常 在 一 个 固定 平面 二 
zi) = 3abi(Az 十 y) 一 [z2(8 十 rh) 
+ 34(a4 + 5)lz = 0, (418) 


(4.16) 


或 
nt) = 3xoxafxay 十 x2y ) 
一 (8xi 十 Yi 十 Yizxa)z 一 0。 (4.18) 
所 以 卫 点 与 x”) 平面 之 闻 的 对 应 是 Moutard 对 应 。 
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同样 ， 如 果 把 i 和 也 的 共 垢 切线 i 移交 点 bp (Xs Xs zay 
0) 固定 下 来 而 变动 1， 那 末 对 应 直线 ?fw 措 成 一 个 固定 平面 
i ss ebx — y) 

十 [ab(8 7a)+ BO—al)ls = 0. (4.19) 

按照 关系 E 
Ib — aad, Kr ab, rs = —abt (4.20) 

改写 (4.19) 为 

zx Tat 十 xay) — [3(BX! + 7Y23) 十 Kxsxa]z 一 0， (4.19¥ 


我 们 获得 了 点 与 #"” 平面 之 间 的 新 对 应 >x， 

容易 看 出 ， 当 切线 六 变动 时 , 固定 直线 i 的 各 条 对 应 极 线 
加 或 ?) 各 自 描 出 二 次 锥 面 Te 或 T??。 这 些 锥 面 也 分 别 是 平 
面 x**” 和 a” 的 包 络 ,而 且 有 平面 坐标 表示 的 方程 


4 (向 十 各 十 到) 二 B48 一 0 (4.21) 
4 (am 十 十 | + ?2 一 0. (4,22) 
[‘ 7 


平面 x”! 的 包 络 是 四 次 三 阶 的 锥 面 ， 而且 有 三 条 为 TI? 和 
rs 所 共有 的 尖 点 直线 ,TY 和 TS" 另 有 一 条 公共 线 , 它 是 固定 
直线 2 的 关于 Lie 配 极 的 直线 ， 下 文 第 工 部 分 中 将 详细 讨论 这 
个 构图 ， 


3. Segre 对 应 
我 们 重新 考察 平面 x”， 这 平面 和 其 邻近 平面 相交 于 直线 : 
3abi(Ax 十 y) 一 [abKp 二 723) 十 34Cal 十 5)]z 一 号 C4.23) 
ab(24r 于 y) — [abrh 二 2aA + b]z 一 0. 
令 
X1 bb— a Ee ab, Xi 一 —ati, (4.24) 
并 改写 (4.23) 为 
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372za( 一 zax 十 Kay) + {BEI 一 了 到 十 37515223 一 OB} 中 o 
axa 一 2237 十 Ky) + {YE 二 22 X73 一 365283 gs 一 0。 
(4.23) 
从 此 消去 5， 便 导出 一 个 平面 a 的 方程 
Kxa Kax 十 FE2y) 十 《B 十 YR 一 2733)z = 0. (4.25) 
x' 代表 直线 (4.23) 当 直 线 i 被 固定 其 与 i 即 4 的 共 纯 切线 
的 交点 PE(ayzaszay 0) 而 变动 时 所 描 出 的 轨迹 。 了 点 和 a? 平 
面 之 间 的 对 应 是 Segre 对 应 ， 
平面 x? 也 可 作为 平面 x” 关于 x 和 x”” 的 调和 共 罗 
平面 加 以 作 图 ， 实 际 上 ,从 《4.14)、(4.15)、(4.18) 写 出 


zm) = Tu 十 Cez) 
所 以 调和 共 罗 平面 的 方程 
ne ez mw i Ax'*) 二 0 


即 
rabi(—ir + y) 
~ [—at+ ablp— rt) tls— 0. (4.26) 
把 (4.24) 代 进 (4.26), 我 们 便 获 得 平面 (4.25). 
令 x? 与 其 邻近 平面 的 交 线 同 六 相对 应 ， 当 后 一 直线 常 通 
过 点 P 了 时: 
Xi= 44 二 b,x = ab, w= abn, (4.27) 
那 末 交 线 常 在 平面 上 : 
raxa rat 十 xz2y) 一 [3(8x 十 Y 妇 ) 十 xixaxa]jz 一 0. (4.28) 
这 样 , 点 与 平面 (4.28) 做 成 Cech 变换 Zs。 


4. 新 变换 Dino 和 避 v， 

在 一 条 曲面 曲线 C 上 取 二 邻近 点 0、0” 和 通过 各 点 的 主 切 
曲线 ,我 们 于 是 得 到 一 个 主 切 曲 四 边 形 0010’0;， 当 0 辕 定 而 0 
在 C 上 变动 时 , 主 切 弦 0'O1 描 成 一 个 直 纹 面 Rom。Rto 沿 0'0， 
的 密切 织 面 当 0 沿 C 趋 近 0 时 的 极限 就 是 被 Bompiani 命名 为 
C 在 0 的 一 个 主 切 弦 的 织 面 。 换 用 另 一 主 切 弦 0'0;， 便 有 第 二 
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个 主 切 救 的 织 面 。 
诚然 ,这 二 织 面 决定 于 C 在 0 的 二 阶 元 素 ， 但 是 ,我 们 容易 证 
明 ， 对 0 点 急 平 面 上 的 点 与 过 0 的 平 本 之 间 所 作 关 于 各 织 面 的 配 
极 则 仅 与 C 在 0 的 一 阶 元 素 有 关 ， 实 际 上 , 设 C 在 2 点 的 切线 4 
的 方程 为 (4.3)， 那 末 第 一 和 第 二 主 切 弦 织 面 2 和 2: 分 别 有 方 
程 
2{g 一 zy) 十 Yahyz 一 二 Y22zxzg 十 82 一 们 {4.29) 
2 —#y) — ys + phxs 十 下 好 一 0， (4.30) 
式 中 站、 如 表示 C 的 二 阶 元 素 所 决定 的 二 量 ， 直 线 4: 全 
A (4.31) 
| a 4b . 
关于 9! 和 0, 的 共 应 极 线 分 别 决定 于 方程 组 : 
1 


ay 十 全 a A 一 !): = 10， 
bx 一 (人 4 十 1 jz 一 0 
.2 
aby —(2 o8 +44)z 一 0, 
1 , 《4.33) 
baix + 人 28 一 FE 一 0。 


这 样 ,我 们 证 明了 这 二 直线 仅仅 与 参数 x 有 关 。 
现在 , 令 切 线 点 在 2 点 通 转 ;， 于 是 直线 (4.32) 和 其 邻近 直线 
决定 一 张 平面 a; 
加 3 {i 2 十 3 
mab (2 y 十 az] (3 abr2 十 b+ a)s 0. (4.34) 
间 样 ,我 们 得 到 另 一 张 平 面 zw: : 
3 ww! 3 3 a 
zt 三 a62{y t+ 之 14) — (F268 + bn + 三 azjz= 0. (4.35) 
”因此 ,对 于 有 就 有 二 平面 a、 wz 的 交 线 (mm) 与 之 对 应 。 如 果 
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固定 5 与 4 的 交点 P 
X= bar = absra = ob {4.36) 
而 变动 2， 那 末 对 应 直线 (mm)》 撕 成 一 张 平面 : 
zaxs( zat 十 zz) 一 估 《8 十 > 妇 ) 二 arr 2 = 0. (4.37) 


这 个 对 应 就 是 Cech 变换 mo。 
如 果 相 反 , 画 定 i 与 天 的 交点 互 
=O— a T= ab, Ks = —abh (4.38) 
而 变动 i;， 那 末 对 应 直线 《zx;) 措 成 平面 : 
Ne 仁 《8 嫩 十 y 呈 ) 十 aa 一 0。 (4.39) 
所 得 到 的 是 了 与 这 平面 间 的 一 个 新 的 Cech 变换 Ze 


5。>3 的 某 族 


让 我 们 回 到 1 一 3 段 中 讨论 过 的 课题 去 ， 在 那里 已 观察 了 ztm) 
的 关于 sz 中 、x” 的 共 轿 平面 x。 这 平面 和 其 邻近 平面 决定 一 
条 直线 ,方程 是 : 
z= 045 一 4x + y) 
ee [一 4 和 2 十 ablB — 71) + 61]s = 0, 
Se = ab(—24r + y) 一 (一 2 一 3cby 和 2 十 二 )s 一 0. 
这 直线 和 C2) 决定 一 张 平面 za 中 )。 记 xm 关于 "和 
xl" 的 共 簿 平面 为 x;。 过 直线 (4.40) 的 任 一 平面 都 具有 形 如 


(s) 
to 0. (4.41) 


{4.40) 


特别 当 p 一 二 1 或 op 一 co 时 , 它 通过 人 或 J’ 不 过 
8 二 74 一 0 时 必须 除外 ,而 这 时 Nm 和 A? 都 重合 于 直线 (4.40). 
所 以 在 (4.41) 中 令 po 一 一 全局 便 获 得 有 的 方程 , 即 

x 2 abr( 4x + y) | 
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一 [ea12 + 3ab(B + YA) 十 52]s 一 人， (4.42) 
这 平面 与 点 Plx1s x2» X30) 
A= +o, r= ab, r= abh (4.43) 
之 韶 的 对 应 是 变换 之 a， 
因为 平面 ws、 si" 分 别 地 决定 于 方程 
a abA(—lr 2y) + (Cal — 3abp — 2b1)z — 0, 
x ab(—2ir + y)+ 2a 十 3a87y17 一 5)z 一 0， 
而 每 张 平面 和 其 邻近 平面 各 有 一 条 交 线 ,所 以 我 们 得 到 两 条 交 线 : 
ay 一 《zt 十 3c8)z， } 
Bir 王 《12 十 358)g; 
Bxr 一 【1 十 3571)z， 
名 : ay 一 【1 十 3ay12)z。 } (0) 
同样 ,平面 x 和 其 邻近 平面 相交 于 直线 : 
abi(Ax + y) 一 {e 好 十 3a8(8 十 了 1) + bl}z = 0, } (4.46) 
ab{2hr -+ y) 一 [24 + 9ab7 r+ Bb)s = 0, 
如 果 以 直线 (4.46)、 HY、 豆 ?分别 代替 直线 (4.40)、 9、 好 ? 而且 
利用 曾经 对 zt"”、xt"” 和 x 用 过 的 方法 我们 就 容易 得 出 相当 
于 之 的 一 张 平面 mm: | 
ws = abi(—ir + y) 
+ [ard? — 9ab(8 — ra) — bils ~ 0, {4.47) 
这 张 平面 与 点 了 ; 
= +b Tm ab za 一 一 420 (4.48) 
构成 对 应 之 -. : 
如 果 我 们 重复 = 次 同一 过 程 , 那 末 便 获 得 一 张 平 面 ms 
sr = [(—1)"4r TT yjadi 
—[(—I)"ert3" lab{B+(—1Y 7 to 0 (4.49) 
和 两 条 直线 


U2 : (4.44) 


) 
19 > 


bax 一 {2 十 《一 1=3*-1581s， } 


.5 
aly 一 《1 十 3 148)z3 导电 


® G8 * 


1 二 3 } 
lin: 


ay = {1 + (—1)3"iart}e. 

这 个 主张 显然 在 * 一 2 的 场合 成 立 ， 假 如 它 在 xs、f、 人 9 

时 成 立 而 从 此 能 够 证 明 它 在 zsmn、H%m、Hsm 时 也 成 立 的 话 , 那 
末 按 照 数 学 归纳 法 就 可 完成 我 们 对 上 述 主张 的 证 明 。 

我 们 将 首先 观察 x。 和 其 邻近 平面 的 交 线 。 过 这 交 线 的 任何 

平面 必 具 有 方程 


{4.51) 


ws 十 p br, ~ 0, (4.52) 
B27. | 


在 这 里 我 们 假定 8 十 (一 etty2 夫 0 当 pm~ 一 4 时 ， 
平面 (4.52) 通过 雪线 i 当 p 一 co 时 , 它 通过 和 名) 这样 ,我 
们 获得 两 平面 : 
x! eadbA[(—1)"ir + 2y] 
— [((—1)al? + 3"468 + 2614]2 = 0, (4.53) 
at ab[2(—1)"hx +d.y] : 
一 [2( 一 1)e4 十 3“apy 和 2 十 六 jz 一 0。 (4.54) 
因此 ，zx。 关 于 xi) 和 a 的 调和 兴 酸 平面 是 由 方程 (4.52)》 在 
一 一 全 1 时 决定 的 : 


ep 一 1)r+x + y} 
一 [人 (一 LUDrrla22 十 3"a6f8 十 《一 1)rtly2 十 0]jz 一 0， 


(4.55) 
而 这 恰恰 表示 了 平面 zon. 
平面 xs 和 其 邻近 平面 的 交 线 是 
i Oa 
: 2 
或 写成 
Blix = {+ (—1)t3"58}z, } C4.56) 


adly = (1 十 3798)2。 
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这 就 是 直线 ia。 同样 ,我 们 可 证 平面 x#) 和 其 邻近 平面 相交 
于 直线 Hn 
这 样 一 来 ,我 们 完成 了 证 明 。 
如 此 获得 的 平面 x 与 点 
xi™— (—1)"al + br abyrs = (—1)ab (4.57) 
之 间 成 立 对 应 已，。。， 本 
这 里 必须 指出 从 号 ,作出 加 ,wo 
注 记 。 
设 xx， 和 其 邻近 平面 的 交 线 同 直线 1; 相对 应 ， 当 i 在 以 点 
z= (—1) a+b z= ab,s r= (—1)Trlebd (4.58) 
为 中 心 的 线束 中 变动 时 ,对 应 直线 描 成 一 张 平面: 
za x + x2y) — [IN3"(pr + 7x3) 
+ xz2xs]s = 0. (4.59) 
下 的 对 应 平面 。 


的 过 程 中 的 一 个 


这 就 是 点 (4.58) 在 之 


("tis 


6. Bompiani 初等 形式 

本 委 的 内 容 实质 上 是 和 § 3 末 眉 中 的 结果 等 价 的 。 

我 们 在 段 2 里 已 作 了 两 个 二 次 锥 面 fy? 和 TS”?， 使 它们 和 
定 直线 5 在 主 切 密切 织 面 的 配 极 下 互相 对 应 。 现 在 又 作 IT 和 
T9" 在 Lie 配 极 下 的 对 应 图 形 ， 曲 雁 在 0 点 切 平面 上 的 两 个 二 次 
曲线 Cl!，C;， 它 们 的 方程 是 


dx 全 十 = ) 十 px 一 0， #4 0 (4.60) 
X31 1 9 2 
44( 旦 二 放 一 二 ?9 一 0 xa— 0. C61 
这 两 个 二 次 曲线 除了 在 0 点 外 ,还 在 另外 三 点 01、0;、03 相交 ,而 
且 这 三 点 落 在 三 条 Segre 切线 上 ; - 
Pri — Yr x — 0, “(4.62) 
0, 的 坐标 是 


"IO0 


3 p48'B:der Bi:0, 
式 中 已 令 , 
Es 
s 一 /1 ( 洪 根 )，B = /€, en 


这 些 点 形成 这 样 一 个 三 角形 ,各 边 和 一 条 Darboux 切线 在 i; 的 一 
点 相交 ,而 且 1; 关于 它 的 极点 就 是 0. 

现在 考察 曲面 上 O 的 无 限 近 点 0'"。 于 是 连 线 00” 可 以 看 
成 D 点 切 平面 上 的 直线 ,从 而 除 在 2 点 外 ,和 二 次 曲线 C1:、C; 还 
分 别 在 二 点 GI，Gs 相交 ,而且 和 i 在 点 G 相交 。 我 们 容易 证 
贿 : 只 要 把 高 于 一 阶 的 微小 省 略 掉 ,一定 成 立 关 系 : 


PAE = 4(0G', 0'G1), (4.63) 
adv 
dr ee a ” | , 
y A = 4(00’, 0'0,). (4.64) 
du 


右 侧 括号 表示 其 中 四 点 (在 所 列 师 序 下 ) 的 交叉 比 。 这 祥 ,我 们 获 
得 了 Bompiani 初等 形式 的 几何 解释 , 

设 0* 是 0 关于 GG 的 第 四 调和 共 力 点 。 我 们 还 得 到 
Fubini 射影 线 素 的 几何 意义 : 


3 3 
作证 = 4(00, 0°G*), (4.65) 
Woy 区 


11. 变换 >x 在 仿 射 曲面 论 中 的 应 用 


7. 二 次 锥 面 Tk) 和 六 (R) 的 作 图 


我 们 转 人 二 次 锥 面 蕊 、rY 即 曲 率 锥 面 ， 和 其 他 按照 交 又 比 
导出 的 一 些 锥 面 的 讨论 ， 
首先 指出 ,对 应 于 切线 乌 : 


y— Aix 二 z= 人 0 {4.66) 
. 的 两 条 中 心 线 [参考 5 31 的 方程 是 
Sd a ds 
ys BR Fa i (4.67) 


» 101» 


pp DD . = Ds. 
ts i -2 :1, (4.68) 
通过 前 一 条 (4.67) 引 三 张 平面 由 、x% 和 ws 使 分 别 通过 一 
条 主 切切 线 x 一 z 一 0， 另 一 条 主 切切 线 种 的 共 罗 芒 线 ; 于 是 
通过 同一 条 中 心 线 并 按 交 又 比 


(x0 re> Rr Tl ) | i 


引 第 四 平面 x , 我 们 将 证 ; 平面 必 的 包 络 (4 变动 着 锥 面 TY(): 
大 


FY 十 4kt 一 下; (4.69) 
式 中 已 令 
- A, = (2 一 下 )4。 (4.70) 
实际 上 ，z 的 方程 是 
A y 好 
+ t+) 0> (4.71) 
所 以 它 的 包 络 是 
Fy’?+ A Azx = 0. 


令 便 获得 (4.69). 


ey 取 第 二 条 中 心 线 (4.68) 又 可 导出 锥 面 riCA): 
Fixi + Diyz = 0, Di 一 24 OO (4.72) 

作为 平面 的 包 络 ,其 中 局 的 定义 和 sz? 的 相 类 似 ， 

我 们 容易 证 明 ， 平面 二 、 必 分 别 和 镜面 TA)、 TYCXD 


的 接触 线 决定 了 一 张 过 曲面 的 仿 射 法 线 的 平面 


8. 四 次 锥 面 (CR) 的 作 图 


现在 我 们 将 考察 三 个 锥 面 IKXt)、IY (ft) 和 了 (XR) 的 构图 . 
为 此 ,过 曲面 的 仿 射 法 线 引 任 一 平面 使 与 二 锥 面 TKR)、TY() 
相交 于 一 对 直线 ,而 且 称 它们 为 这 些 锥 面 的 对 应 母线 ， 于 此 ,我 们 


» 02." 


将 证 明 下 列 定理 : 


二 锥 面 FzK) 和 mR) 在 对 应 母线 的 切 平面 相交 于 锥 面 
T(*) 的 一 条 母线 . 

证 明 如 下 : TX*) 和 2 (Ck) 的 对 应 母线 是 属于 同一 切线 如 
的 ,我 们 在 那里 的 切 平 面 显然 是 eA ~ 和 因此 这 二 平面 的 交 


线 决定 于 方程 组 : 


a 2 ja (4.73) 
F222 下 下 2 F227 
也 就 是 
{EO—2)4 CO— (C2 DAs + 3Fily -+ Akx) = 0, } (474) 
—(2x — 1)Dais + Fy + 24kx) = 0. 


这 条 直线 描 成 一 个 锥 面 , 它 世 是 平面 (4.747》 的 包 络 . 也 ws, 5 
us 0 1 
一 3 五 天 12， pu — 了 3321， 
pt 一 《 吉 一 2)4 一 (2 光一 1)D2 pt 一 0 
消去 2， 我 们 便 获 得 平面 坐标 囊 示 的 锥 面 方程 
3 FRI 十 82 一 下 4 + (2 — 1)Dai— 0, 
或 写成 
3F3mwnuat A + Dui 一 0， 一 0。 (4.75) 
这 就 是 T(%》 的 方程 ， 证 毕 , 
当 = 1 时 ,我 们 得 出 推理 : 
设 CG、CY 是 属于 切线 的 二 中 心 线 ;二 曲率 锥 面 Ti;、 rr 
在 Ci、Cx 的 切 平面 相交 , 交 线 是 属于 六 的 Moutard 织 面 的 直 
径 , 因 此 , 交 线 的 轨迹 是 锥 面 了 。 
把 方程 (4.73) 写 成 如 下 的 形式 : 
p22Rx + ly — (2k— 1) 专科 一 0， 


PF A 
p” = Rr 2iy 一 人 一直 
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我 们 看 出 : 《4.74), 可 写成 十 六 下 0。 所以， 平面 (4.74 关 
于 x ，、* 2: 的 调和 共 辆 平面 的 方程 是 
2k 上 


pp {2)4 十 (2 一 Dp 二 


+ Cy — Mx) — 0, (4.76) 
到 
pu 一 — FFA, 
puti = Fi 
= (CO—2)4 + C2 — 1)D., 0 
Pit 一人。 
从 此 消去 4， 我 们 获得 另 一 锥 面 FA 
“ Fru 一 4 二 — Diui— Os 0, {4.78) 


容易 看 出 ,新 锥 面 (RK) 同 T(%) 具有 同样 的 性 质 ， 它 是 四 
次 三 阶 ,而且 有 三 条 尖 点 母线 ， i 
平面 相 会 于 曲面 的 仿 射 法 线 ， 

由 于 是 参数 ,所 以 我 们 得 到 四 次 锥 面 的 男 一 单 参数 族 . 

在 特殊 场合 《一 1， 我 们 有 下 列 定理 : 

设 G1、Cx 是 如 前 记述 的 属于 切线 & 的 二 中 心 线 , 又 设 加 
是 Moutard 织 面 的 对 应 直径 ; 那 末 通 过 Ci、CY 的 平面 常 要 通过 
的 共 辊 义 线 入 .如果 4 是 五 关于 C3、Cs 的 调和 共 孝 ， 那 
末 平 面 [i，4d1] 的 包 络 是 Biaschke 锥 面 ， 

以 上 两 系 锥 面 tTGA)} 和 {IT"(%)} 是 互 异 的 。 如 果 第 一 系 
中 有 一 个 锥 面 , 比方 说 TC(1) 重合 于 第 二 系 中 的 TC(m)， 那 末 二 
数 1 Ds 


ee en 22—l_1l~2m 2m 
一 (2 —1)= mt(m - 2) 3 i 


pe 组 解 : i 二 一 1，mr = 1， 因 此 ,对 应 的 锥 面 r(1) 
一 (1) 是 Blaschke 锥 面 。 换言之 ， 两 系 锥 面 {T(X)} 和 {TC(R)} 
的 唯一 公共 锥 面 是 Blaschke 锥 面 ， 

这 样 ， 我 们 获得 了 锥 面 系 {TC%)} 由 四 个 显著 锥 面 ， 二 曲率 


* ly4. 


锥 面 、Blaschke 锥 面 和 锥 面 T 的 完备 构图 ， 


9. 区 次 锥 面 导 来 族 
锥 面 TC(%) 的 母线 决定 于 方程 组 
ft 一 2)4 上 (2K 一 1) DO 庆 十 My — Xx) = 0, 


a (4.79) 
3C2% 一 VDP + y ~— 2k2x = 0, 
即 
x = {RT 2)4— 202k — DD} + FARx = 0, 1 
才 关 12 人 一 2)4 一 (2 一 1)D23jz 十 了 RM = 0. so 
而 且 这 个 维 面 治 这 母线 的 切 平面 的 方程 是 
x 一 天 一 0 (4.81) 
通过 坪 线 (4.30) 的 平面 具有 方程 
z+pr = 0, 《4.827 


其 中 , 当 p 一 一 ! 时 ,我们 得 到 上 上述 的 切 平面 。 此 外 ,还 有 两 平面 
mv 它们 分 别 通 过 T2R)、T2YCR) 的 对 应 母线 ;. 所 对 应 的 p 
分 别 是 一 二 和 一 2。 为 了 求 平面 (4.81) 关 于 mi、 wi 的 第 四 调和 平 
面 ,我 们 只 须 在 (4.82) 令 p 一 1， 便 得 出 它 的 方程 

Foaly + kx) + 3{C(R 2)4 — (2 — 1)Di}z = 0. (4.83) 
从 此 可 见 , 这 平面 的 包 络 决定 于 平面 坐标 表示 的 方程 : 


Fimuama + 3 A + De) 一 04 — 0, (4.84) 

另 一 方面 ，z1、x 的 包 络 分 别 是 二 次 锥 面 了 CR)、T2 (&): 
Fix? — 3Diyz 一 05 (4.85) 
Fy — 3Air2 = 0, : (4.86) 


现在 ,把 上 面 用 于 TXKE)、I2(R) 和 T“(%) 的 方法 应 用 于 新 
锥 面 了 XX)、TYCR) 和 开 () 以 下 依 此 类 推 、 直 到 重复 # 回 之 
后 ,我 们 终于 获得 四 次 锥 面 TX): 

Fama 小 《 一 1)73 (LA 十 De)} = 0, w= 0, (4.87) 
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以 及 两 个 附属 二 次 锥 面 : 
Fr 十 【一 1 3 一 DAye 一 0， 《4.88) 
Fi?y? + (—1)" 3 Are 一 0。 (4.89} 
我 们 可 证 ;和 任 一 导 来 锥 面 都 是 四 次 的 ; 它 具 有 三 条 人 尖 点 母线 ， 
而 且 三 张 尖 点 切 平面 相 会 于 曲面 的 伪 射 法 线 , 


10. 仿 射 测 地 锥 面 


我 们 将 研究 Blaschke 锥 面 与 仿 射 测 地 锥 面 之 间 的 关系 , 以 结 
束 本 节 . 为 了 求 出 Blaschke 锥 面 对 应 于 切线 ti 的 母线 如， 设 
九 的 方程 为 (4.3) ,而 且 令 (4.76) 中 的 一 1， 我们 便 得 到 Blaschke 
锥 面 沿 b 的 切 平面 的 方程 : 
(—A + Dl)s 十 Fialy 一 2r) 一 0. (4.90) 
因此 ，&; 决定 于 方程 组 ; 
A+2DB.24+ DB. 
F227 Fi | 
这 和 母线 和 曲面 的 仿 射 法 线 所 决定 的 平面 交 曲 面 切 平面 于 一 直线 ， 
以 有 记 之 . 设 关于 前 二 直线 的 调和 共 孝 直线 为 后 。 我 们 容 
易 得 出 gx 的 方程 、 


#373g 一 (4.91) 


A+2Di.24 + DE. 


:2 一 : 1 4.92 
ee 2 到 2 到 (492) 
即 
z= 2FNhr 一 y) 十 (4 一 站 13)s 一 0， 
如 一 2FXK2ax 一 y) 一 3D?zz = 0. (4.93) 


由 此 可 见 ，gs 的 轨迹 也 可 看 成 平面 > 的 包 络 ,而 = 的 平面 坐标 如 
下 : 
pul 一 2PF212，ptfpy = —2FA, pHa = A — Da, pt 一 0 (4,94) 
这 些 表 明 , 包 络 锥 面 的 方程 是 
”2F2tatts 一 A + Dui, w= 0., {4.95) 
可 是 平面 密切 于 那 条 在 0 点 与 t， 相 切 的 仿 射 测 地 线 。 因为 ， 


OO6。 


曲面 的 仿 射 测 地 线 的 后 分 方程 是 


wo— ey ey. (4.96) 
F F 
于 是 这 曲线 在 0 点 的 密切 平面 是 
(du” — D)z — 2PW"y 十 2Fzx 一 0。 (4.97) 


在 这 里 令 i 便 导 出 平面 x。 这 样 ,我 们 获得 定理 : 


Blaschke 锥 面 的 母线 与 仿 射 测 地 锥 面 的 母线 之 间 存 在 这 样 的 
一 一 对 应 ,使 得 过 一 对 对 应 母线 六 和 g; 的 平面 # 常 通过 仿 射 法 
线 sw; 而 且 和 7 是 调和 共 轿 于 gx 和 ,其 中 3 表示 < 和 
出 面 切 平面 的 交 线 . 


习题 和 定理 


1I， 设 = 为 平行 于 曲面 在 P 点 的 切 平面 ， 并 通过 曲面 的 仿 射 法 线 
上 的 单位 点 ,又 设 及 .P,、Ps 分 别 是 * 和 锥 面 工 的 三 兴 点 母线 的 
交点 ,六 是 四 面体 PPPP; 的 体积 .证 明 |Jj 一 2W 31V]/3. 

2， 曲面 在 P 点 的 Lie 织 面 和 锥 面 T: 《1)》 相交 于 二 主 切切 线 和 
另 一 条 二 次 曲线 。 设 = 是 后 者 的 平面 ， 如 果 Lie 织 面 的 中 心 
到 了 的 仿 射 距离 是 ， 而 且 x 和 仿 射 曲面 法 线 的 交点 到 了 的 
仿 射 距离 是 多。 证 明 了 一 1/p’ 一 1/(2p). 

3， 求 娆 曲线 在 其 正常 点 的 仿 射 主 靶 线 织 面 ， 并 证 明 它 是 完全 决 
定 于 仿 射 挠 率 * 的 。 

4 证明 平面 (2》 关于 Lic 织 面 的 极点 在 了 点 切 平 面 上 描 出 
一 条 三 次 曲线 Ci, 而 Ck 在 了 点 切 于 二 主 切切 线 并 其 三 个 

” ” 揭 点 在 无 限 远 直 线 上 . 

5， 在 曲面 o 的 正常 点 P 作 与 o 成 二 阶 接触 的 织 面 ， 使 得 它 和 o 
的 交 线 在 了 点 的 三 条 切线 中 有 两 条 重合 于 c 在 了 点 的 非 主 切 
切线 :， 证 明 这 种 织 面 属于 一 个 织 面 束 ,而 且 属 于 + 的 Moutard 
织 面 也 在 这 束 中 (因而 称 为 Mourard 织 面 束 )。(Ichida 1934) 
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.在 前 题 中 如 果 三 条 切线 中 有 了 两 条 重合 而 剩 下 一 条 恰恰 是 ， 


那 末 所 作 的 织 面 必 属 于 二 附属 束 中 之 一 ， ( 苏 步 青 1934) 


， 属于 同一 切线 上 的 Moutard 束 和 二 附 局 束 的 三 条 中 心 线 Au、 


h、 i 是 共 平 面 的 , 而 且 这 平面 是 的 对 应 Transon 平面 . 
当 切 线 守 变动 时 ,各 中 心 线 描 成 同一 个 锥 面 T， 也 即 Transon 
平面 的 包 络 锥 面 。 《 苏 步 青 1934) 


， 设 1 是 : 的 共 轿 切线 ， 于 是 hy、4、i 和 = 是 共 平 面 的 ， 


证 明 = 关于 4、i-, 的 第 四 调和 共 罗 直 线 措 成 二 次 锥 面 C,， 
耐 且 曲 面 的 仿 射 法 线 和 切 平 面 关于 C， 是 配 极 关系 . 
( 苏 步 青 1934) 


证明 前 题 中 的 锋面 C; 是 由 二 主 切切 线 和 人 


的 三 条 人 尖 点 母线 决定 的 . ( 苏 步 青 1934) 
在 一 个 Moutard 织 面 束 中 有 一 个 抛物 面 , 称 为 属于 * 的 密切 
抛物 面 它 和 Lie 织 面 除 在 二 主 切 切线 外 , 还 柱 交 于 二 次 曲 
线 。 当 且 仅 当 上 是 Darboux 切线 时 ,这 二 次 曲线 才 和 上 相 切 ， 

〈 苏 步 青 ) 
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第 四 章 
仿 射 铸 面 与 仿 射 旋转 面 论 
$1. 仿 射 铸 面 及 其 变换 


1, 仿 射 铸 面 的 定义 与 方程 


Kubota 〔〈 姓 田 忠 彦 1914} 和 Blaschke 《1916) 都 研究 了 酉 球 
面 的 一 个 特征 ， 假设 从 一 张 固定 平面 上 一 点 引 一 个 卵 形 面子 的 外 
切 锥 面 ,其 接触 曲线 是 平面 曲线 ， 那 未 2 一 定 是 粮 球 面 ， 

同 这 个 问题 相关 联 地 ， 我 们 提出 一 个 新 课题 ， 决 定 这 样 的 曲 
面 ,使 之 具备 一 个 姓 质 , 即 以 定 曲线 上 任 一 点 为 顶点 而 引 曲 面 的 外 
切 锥 面 ,其 疤 触 曲线 都 是 平面 曲线 ， 

”到 这 里 的 col 接触 曲线 为 曲线 ， 而 且 取 以 包 络 锥 面 的 母线 
为 其 切线 的 曲线 为 " 曲线 ,于 是 曲面 上 《wsz) 形成 了 共 斩 网 。 设 
曲面 的 参数 表示 为 x 一 x(w,s)。 根据 假设 ,曲线 (v 一 const) 
或 称 C 曲线 都 是 平面 曲线 , 而且 从 CG 上任 一 点 所 引 ” 曲线 《x 一 
const) 的 切线 都 要 通过 一 点 P( 才 )， 其 中 各 坐标 单 是 ” 的 函数 。 这 
样 ,我 们 有 : 


bu) (6) —x), C1.1) 
如 3 
而 和 且 由 于 < 在 一 平面 上 ， 
ax~l1 (a=a(r)). (1.2) 
对 (1.2) 进 行 关于 > 的 偏 导 微 , 且 利 用 (1.1) 和 (1.2)， 
(ax) + pllas)—1]=0, (1.3) 


式 中 一 扳 表 示 关 于 v 的 导 微 ，. 
陆续 微分 的 结果 如 下 
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《ex)》 十 由 [Ca 二) 一 (ax)] 上 和 [Cas) 一 1 
十 由 (ae ) 十 (a 专 )] 一 0， (1.4) 

(a”x) + $l(a’#) 一 (axz)] + plat) ， 

— (ax)l + sl(a’s) +t (os) — (a x)] 

— pi(at)— (ax)] 十 ds[(ag) 

一 1] tl(as) + as) + $i(as) 

+ ag)l + blla’é) + 2(a€) 

十 (05 一 0, (1.5) 


其 中 中 。 3 bso -= Ov? - 


I pe 
我 们 得 出 一 个 微分 方程 : 

Abss + Bb 十 CH+DP+E= 10, (1.6) 
式 中 各 系数 都 是 " 的 单独 函数 。 因 此 成 立定 理 ， 

如 果 从 一 条 曲线 Cv) 上 任 一 点 所 作曲 面 的 包 络 锥 面 都 有 平 

面 的 接触 曲线 , 那 示 曲面 的 方程 可 以 表 成 
xz 一 ezp( 一 az) (Eberp (azo)ao + U); Ca 
式 中 四 表示 (1.6) 的 解 ,而 且 UCD4,0,,U3) 单独 是 * 的 函数 ， 

上 列 定理 仅仅 给 出 了 所 拟 谍 题 的 一 般 解 ， 祥 管 我 们 由 于 方程 
(1.6) 一 般 是 解 不 出 来 的 缘故 而 很 难 获得 曲面 的 一 般 表示 ， 在 Sat- 
kowskin 所 讨论 的 场合 ，(1.6) 中 各 的 系数 也 和 恒 为 90， 所 以 由 的 
一 般 形式 旦 因而 曲面 的 一 般 方程 是 被 完全 次 定 了 的 ， 

下 文 将 讨论 两 种 被 我 们 认为 更 有 趣 的 情况 , 

首先 ,我 们 假定， 当 所 论 昭 面 被 一 系 平行 平面 所 截断 时 ,各 鹤 
面 曲线 间 时 是 从 一 条 曲线 就 *)》 上 任 一 点 所 作 的 曲面 包 绝 面 的 接 
触 曲线 。 

设 平行 平面 的 单位 法 向 量 为 a 《 常 向 量 ), 那 未 这 系 平面 的 广 
程 可 表 成 


1) E, Salkowski: Affine Differentialgeometric 《以 下 简称 Salkowski: ADG)， 
166 页 ,1934 年 版 。 
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ax >= y, (1.8) 
关于 > 微分 (1.8) 的 两 边 ,并 从 (1.1) 代 进 ,我 们 便 有 
a(é —x)= p 
或 者 写成 
p=— (at —v). (1.9) 
于 是 方程 (1 7) 变 为 
X= exp(—|(aé — v)-!dr) 
x ( 导 一 ldy) Ep 0), (1.10) 
式 中 U 满足 关系 
(aU) = 0， (1.11) 

这 样 ,我 们 得 到 定理 : 

凡 一 个 曲面 与 平行 平面 系 (1.8) 的 交 线 同时 也 是 从 一 条 曲线 
#(v) .上 和 任 一 点 所 作 的 曲面 包 络 首 与 曲面 的 接触 曲线 ,这 种 曲面 的 
最 一 般 方程 可 以 表示 为 (1.10), 其 中 UV 满足 关系 (1.11). 

如 此 特征 化 的 井 面 将 称 “ 仿 射 铸 面 ”, 而 且 曲线 和 ”曲线 分 
别称 “平行 曲线 ”和 “子午 线 ”, 

在 讨论 仿 射 铸 面 的 性 质 之 前 , 我 们 将 从 (1.6) 的 另 一 种 可 解 情 
况 研 究 这 样 的 曲面 ， 当 它 为 一 平面 束 的 平面 所 截断 时 ， 各 条 截面 
坦 线 同时 也 是 从 一 条 曲线 5(v) 上 和 伍 一 点 所 作曲 面包 络 曾 与 曲面 
的 接触 曲线 。 当然 ， 这 条 曲面 的 表示 可 从 方程 (1.10) 加 以 推导 ， 
不 过 ,我 们 需要 一 个 射影 变换 把 无 限 远 直线 拉 到 平面 来 的 轴线 来 . 
但 是 ,我 们 将 用 下 述 方法 求 出 这 种 曲面 的 具体 表示 ， 

取 平 面 束 的 轴线 作为 mm 轴 , 于 是 平面 束 的 方程 是 

xl 十 bz 一 0 (1.12) 
式 中 v 是 这 样 决定 的 参数 ， 使 得 曲面 上 的 曲线 v 一 const 同时 是 
从 (vs》 点 所 作 的 曲面 包 络 面 与 曲面 的 接触 线 ， 经 过 (1.12) 两 边 


关于 + 的 导 微 和 从 《1.1) 对 5, 如 的 代 进 ,我 们 有 


《8 十 za) 由 十 和 一 0， (1.13) 


从 此 导出 Riccati 护 微 分 方程 

5 十 pk 十 2 53 2 

2 一 0 
§1 + ve 


所 以 函数 四 具有 形式 
中 一 


Bs 十 


IT, Vr 
BT 十 
式 中 Vi(v)、Vxv) 是 二 阶 常 微分 方程 
dp | 总 十 哇 十 2 扣 4 一 0 
好 2 十 go dv 
的 二 独立 解 ,而 且 如 单独 是 的 函数 . 
从 (1.12)(1.13) 和 (1.1)3 便 获得 所 求 曲面 的 方程 ; 
_ vey UV +t VD; 
XL vy (后 十 £2) UV 也 V,? 
UV 十 及 
BT + V, 
X3 一 (0 | 5sVidv 十 srzs 十 A 


六 一 —(é, 证 ve) 


UV 十 V; 
这 里 V3 是 另 一 个 单独 * 的 敬 数 , 
现在 ,我 们 仍 回 到 仿 射 铸 面 的 讨论 去 . 令 


Vo ep (一 ao = cmp( 一 (es 一 oo). 


从 (110) 推出 
x, = VU, x = VU, xy 一 T 
xs 一 bE —x), x VU, | 
Xo 一 《和 EO— xXx) 十 HE. 


于 是 
Lee (Xs Xs x ) < 5， 
Dt] 
M 一 (XusXax,) 一 0， | 
N= (XuuXuxs) 一 内 FA， 
其 中 


UU 


B= Lad Ltd 
| UiU; 


| A 
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C114) 


(1.15) 


C1.16) 


. (1.17) 


(1.18) 


(1.19) 


(1,20) 


(1.21) 


这 样 ,我 们 获得 曲面 的 第 一 仿 射 基本 形式 的 系数 (第 一 章 $5): 


E=—aigp ViA-io:, 
F = 0， | (1.22) 
| CG- — iiViAtel, 
另外 ,从 (1.19) 导 出 
(xuvs zu zz) 一 0, 
所 以 作为 第 二 仿 射 基本 形式 的 系数 就 有 : 
二 《1.23) 
2 G 2 


可 是 


11 E, 1121 E, /22 
1 二 = 于 
11 E, 112 G, [22 G。 S29 
(3 一 {2} -26 1 
所 以 仿 射 曲面 论 的 基本 方程 中 有 如 下 的 一 组 : 
廊 6， +D )x, 一 Gy， (1.25) 
式 中 y 表示 曲面 在 x 点 的 仿 射 法 线 向 量 。 我 们 在 下 一 节 中 将 利 
用 这 个 公式 。 
有 从 (1.19) 还 得 出 
CP FE 一 呈 ( 皮 一 区 去 才 )。 (1.26) 
， ”如果 (€) 是 一 条 直线 ， 那 未 《〈x,ooxvoxv) 一 0， 就 是 曲面 的 
各 子午 线 都 是 平面 曲线 ;有 反 过 来 ,也 成 立 ， 因 此 我 们 导出 定理 : 
为 了 仿 射 铸 面 的 子午 线 都 是 平面 曲线 , 充 要 条 件 是 ， 曲线 (#) 
变 为 直线 


名 一 -Sx 
E G 


2. 仿 射 铸 面 的 变换 


我 们 从 仿 射 铸 面 的 方程 (1.10) 和 (1.11) 看 出 ,或 者 从 曲面 的 定 
义 也 可 上 明了， 曲面 是 由 《aq)，() 和 《UVU) 完全 决定 的 : 第 一 向 
量 表示 了 一 系 平行 平面 的 方 入 ,第 二 向 灌 表 示 了 曲面 沿 其 平行 曲 
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线 的 包 络 锥 的 顶点 曲线 而 且 最 后 第 三 向 景 在 条 件 (1.11) 下 表示 了 
平行 曲线 的 形状 。 所 以 为 简便 起 见 采 用 记号 [a, 专 ， 也] 来 表示 
曲面 . 
| 特别 是 , 乒 曲 线 〈 专 ])《 称 曲面 的 工 线 ) 是 和 仿 射 铸 面 仿 射 透视 
式 地 关联 着 的 ;换言之 ,成 立定 理 : 
当 一 个 仿 射 铸 面 经 过 仿 射 变 换 之 后 变 为 另 一 个 仿 射 铸 面 了 时， 
前 者 的 了 线 变 为 后 者 的 了 组， 
首先 ,我 们 对 一 个 仿 射 铸 面 〈《x) 的 了 线 (#) 单独 施行 仿 射 
变换 : 


[#*] 一 了 [二 1， (1.27) 
式 中 
ap 
了 | aa B "| det (aBY) 0 (1.28) 
oa fy 73 


而 且 [$$] 表示 3 x I 矩阵 ; 但 对 (a) 和 《U) 则 保持 不 变 。 为 
了 明确 曲面 《x》 变 换 后 的 仿 射 曲面 (x*)， 导 人 


[a*] = T[a], (1.29) 
其 中 了 表 示 工 的 转折 矩阵 ,我们 从 (1.27) 便 有 
(a#*) = (ae )， (1.30) 


所 以 | | 
1 

人 ts exp (at;) 4- (1.31) 

ON To), 《1.32) 


(aU) = (a*U*) = 0, (1.33) 


| a er eT 


es a- Der + U)~ 7 (a), (1.34) 


式 中 已 置 
0 -lm =; 


oo (J i)” 十 v*). {1.35) 
可 是 最 后 方程 根据 (1.33) 恰 栓 定 义 了 一 个 念 射 铸 面 [a*,#,U*1 妈 
[TC(a), 志 ，T-《U)]， 所 以 我 们 得 到 定理 : 

如 果 一 个 仿 射 铸 面 [a, 专 上 的 线 受 到 仿 射 变换 YY， 而 
《a) 和 《(U) 都 不 变 , 那 末 变 和 的 后 的 仿 射 铺面 [wa， 震 ， 忆 ] 是 可 
以 由 仿 射 铸 面 LT(e):, 上， TE) 经 过 同一 仿 射 变换 了 而 得 来 
的 ,或 者 以 记号 表示 为 

[a, T(8£), UI] 一 TIT(a), 8 T”( VD)]， 《1.36》 
我 们 从 最 后 关系 导出 更 一 般 的 关系 。 例如 ， 如 果 R = ST， 
那 末 成 立 | 
la, ST(), Ul = la, RCS), U1 = RI[R(a), §, R-(U)] 
= ST [TSCa), €, TS U)] 
部 
la, ST(8), U] w= STITS(a), €, TS-1(U)]. (1.37) 
令 5 一 了 , 便 有 
[a, TAE), Ul ~ TI {Ta), €, TXT， (1.38) 
其 他 依 此 类 推 , 不 另 赣 述 . . 
其 次 ,我 们 将 简单 地 指出 平行 平面 受到 仿 射 变换 ， 
a* 一 T(a) : (1.39) 
而 其 他 元 素 (#) 和 《《U) 照旧 的 情况 下 应 有 的 关系 
{Ta), 8, Ul 一 下 [as T(§), T(U)], (1.40) 
或 者 更 一 般 的 关系 ,例如 : 
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[ST(a), 二 [7] = S-17~1 [a, TS(E), TSCU)] 《1.41) 
等 等 ， 如 果 把 (1.36) 和 (1.40) 同 时 应 用 ,我们 容易 看 到 
[TCa), SC(£), Ul 一 S (ST(a), §€, SU)]. (1.42) 
特别 是 , 令 一 5-!,， 并 以 SCU) 代替 UU 便 得 到 
[S-iCa), SC8), SCU)] = Sla, £, U]. (1.43) 


3. 优 射 铸 面 的 仿 射 变形 
设 $5 和 5* 是 分 别 以 
D0 = Edw 十 2PRatdz 十 人 do 
O* 一 Erdu*? 十 2P*adu*dy* + Gradv*? 
为 其 第 一 仿 射 基本 形式 的 曲面 。 如 果 存 在 它们 之 间 一 对 一 的 对 应 
Gu) 一 But vt), Pu 0) = Vu or) (1.45) 
使 得 2 和 9* 互 为 变换 , 那 末 称 §S 和 5* 为 可 仿 射 变形 . 

已 给 定 5 而 求 所 有 与 5 可 仿 射 变 形 的 曲面 5* 的 问题 ,是 十 分 
困难 的 ,因为 甚至 在 普通 曲面 论 中 同样 的 问题 还 未 解决 . 但是, 正 
如 下 文 所 示 , 关 于 仿 射 铸 面 的 仿 射 变形 问题 我 们 将 作出 其 完全 和解. 

首先 ,在 两 曲面 有 公共 平行 平面 和 如 曲线 的 假定 下 ,我 们 解 这 
个 问题 ， 

一 般 说 来 , 当 二 仿 射 铸 面 S 和 5* 互 为 可 仿 射 变 形 时 ,在 同一 
组 参数 wx，，” 选取 下 ,必须 成 立 

* EB, F*—F, G+— 6G, (1.46) 
或 按 (1.22) 改 写成 为 
由 V*i AAA* 一 中 到 Vi A-+, 
pV A 由 AF 


(1.44) 


即 
| $* 一 由，A*y 一 A. (1.47) 
在 上 述 和 假定 下 ,这 二 方程 采取 下 列 形式 ; 
ul(g* — 8) = 0, (1.48) 
(UE 一 工 ) (UES — x*), (1.49) 


式 中 
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(aU) = 0. (1.50) 
令 | 
如 一 专 十 ez)， (1.51) 
则 (1.48) 化 为 
qaa—0. | | (1.52) 
我 们 的 课题 归结 为 : 求 向 量 a 使 满足 (1.50) 和 (1.49). 为 此 ， 
把 (1.51) 代 进 (1.49) 的 右边 并 注意 到 


6*— x*=# Cx 十 vs ds, V 一 cp( 一 jsao， 
便 得 到 | a 
(Ua ,és —x)+y (v, 专 十 a av) 一 0。 《1.53》 
令 


a . 
js dr (1.54) 
于 是 a 
Ae . (1.55) 
(a3) = 0， (1.56) 
而 且 (1.53) 变 为 
E dB ts , . € mE 
(or ,B+ 人 二 ie 0) + (0, £ 3) 0. (1.57) 


在 不 失去 一 般 性 之 下 ， 我 们 可 以 假定 m 一 < 天 0。 按照 
(1.50)、(1.56) 和 关系 式 


(at’) = 5 
改写 (1.57) 为 
UI 2 xy U, * Ei 
dy 
Uv, 4 + kk 8|-=0. (1.58) 
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(到 = 一 (二 十 有 | (RR ~ const), 


了” 
所 以 
Ty A UB 
1 v V” 
人 十 ) A 一 0， 
7 vy; Viivy, &, 
或 写成 . 


U4 + ya so 
汉 一 0， (1.59) 
URV? 十 了 -十 了 : 
dy 
假如 第 二 列 中 有 一 个 元 素 不 等 于 0 ， 比 方 说 ; 
RV? VS + "8, #0. 
dv 

那 末 必须 成 立 

VF) SE + Va 

v dv 


const, 


VU (Cav24+V') 2 十 V8， 
9 v 


于 是 UU 一 const Ui 十 const 《此 外 aUi 十 mD; 十 asDa 一 和， 所 
以 平行 曲线 都 是 直线 而 且 洛 平行 曲线 的 包 络 锥 面 变 为 同一 平面 , 
这 样 ,产生 了 矛盾， 因此 


(RAV? + y') + VE 0 
(RV? 十 十 了 "号 ,一 0, 


C1.56) 就 表明 
(kz2 十 7) ST + 7 号 一 0 
dv 
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积分 后 ， 


-i + 本 (1.60) 
其 中 党 向 量 e 满足 关系 
(ac)— 10. (1.61) 
从 (1.55) 得 出 : 
a = (aé)e 于 大， (1.62) 
式 中 天 表示 常 向 量 , 而 且 按 照 (1.52 ) 和 (1.61) 还 满足 
(ak) = 0, (1.63) 


-2 我 们 有 定理 : 
给 定 的 仿 射 铸 面 【@,#,U] 仿 射 可 变形 的 所 有 仿 射 鱼 面 
la, 0 是 由 下 列 方程 决定 的 : 


E+* 一 SE 十 友 ， (1.64) 
式 中 
1 十 eatea 十 cit Cl103 
S 一 C0 1] 十 cm: ca (1.65) 
Ca ca 1 + ca 


而 且 常 向 量 e 和 天 分 别 满足 (1.61) 和 (1.63)。. 
其 次 ， 我 们 将 讨论 两 个 具有 公共 平行 平面 和 了 线 的 仿 射 铸 面 
之 间 的 仿 射 变形 问题 。 以 下 假定 了 线 是 找 晶 线 ， 
两 直面 [a; 志 :27] 和 [a,#,U*] 互 为 仿 射 变形 的 条 件 是 
(DY ， ,8 C— Xx*) 一 (UV,, 专 : 志 一 2)， (1.66) 
式 中 
(aU*) ~ 0,CaU) 一 0.、 (1.67) 
令 避 一 UU 二 +u， 则 . 
(qau) 一 0。. 《1.68) 
于 是 (1.66) 变 为 


(a, ,| 二 dy 一 v) ~ (UV -rut,u)— 9. (1.69) 
如 前 假定 m3 关 0， 我 们 便 可 改写 最 后 方程 为 


ea 11l19 。 


a 信 ‘dv + (+ 出 ) 吉 DD Rl 
2 (i ws Us U0; + wtal 
(1.70) 
右边 单独 是 * 的 函数 ,因此 ,我 们 得 到 
4 | yr -0 (1.71) 
Me ， 


如 果 和 十 方 一 0， 那 未 了 一 一 《2 十 让 /kK (让 一 const), 于 是 


(qs) 二 站 一 0， 就 是 卫 线 在 平面 上 而 与 假设 不 符 、 所 以 (171) 的 
右边 行列 式 等 于 0 .如果 专 天 0， 那 末 


a const( =¢), 
(区 

dv \VV 
于 是 


VvV”? A 一 / 

《8 一 2) 一 const 一 7)， 

或 

《aiz 一 1)5 十 《ez + 5)8 + cz 一 const. 
这 样 , 也 产生 了 了 矛盾 . 
所 以 由 一 cl 且 从 而 入 m3 (a, 62: 常数 )。 这 时 ， 条件 

(1.70) 变 为 
Di ea 
| 3 


如 果 cz 去 0， 那 未 
U, 一 ed 十 const。 
C2 


这 也 是 在 除外 之 列 。 因 此 ,我 们 最 后 得 到 
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#t= 0, w= 0, t= 0, 
换言之 凡 具 有 公共 平行 平面 和 了 线 的 两 个 仿 射 可 变形 的 仿 射 
铸 面 ,一 定 是 合同 的 . 
最 后 ,我 们 把 上 述 二 定理 结合 起 求 , 用 以 决定 两 个 任意 给 定 的 
仿 射 铺面 [a,,U0】 和 [a*,#*,U*] 互 为 仿 射 变形 的 条 件 . 
显然 , 必 有 一 个 等 积 仿 射 变换 T(deri|T| 一 1)， 使得 
Gy ~ Ta), (1.72) 
式 中 如 前 表示 了 的 转折 和 矩阵, 
现在 用 工 使 [a*8*U*] 变换 为 Ta,T(#*)，TCU*)]， 后 者 
显然 是 和 {a,$ ,TCU*)] 仿 射 可 变形 的 、 于 是 技 前 一 定 瑶 
专 一 ST(E*), | (1.73) 
其 中 5 是 由 (1.65) 定 义 的 . 
由 于 [a,#,TCU*)1 和 [a,,] 互 为 仿 射 变形 ,所 以 很 据 
一 定理 便 得 知 U 一 TC(U*). | 
因此 ,两 个 仿 射 铸 面 [a,#,U] 和 [a*,*， be 互 为 仿 射 变 
化 的 充 权 条 件 为 : 


S* pm 了 1S~!L( 二 )， 
U* = 171(U), } (1.74) 
式 中 是 由 (1.72) 刀 定 的 . 


另 一 方面 ,(1.36) 表 明 ; 
[F(a), T7888), TA = Ta, S-KE), Ul. (1.75) 
而 且 仿 射 可 变形 性 是 在 单位 仿 射 变换 下 被 保持 着 的 ， 所 以 只 有 项 
面 [a,5 1(#),U] 和 从 此 经 单位 仿 射 变换 得 出 的 曲面 是 和 fw 多 
i 


本 节 将 讨论 矩阵 5 或 其 # 阶 的 类 似 
1 十 C01 C102 ee ClCn 
C 1 十 < 2 yn ” | 
s(“)- ga A > , (ac)=0 
， Coo C0 “7 1 十 cas 
的 性 质 作 为 结 来 ， 


“lls 


首先 我 们 可 证 :矩阵 5(  ) 是 么 模 的 , 就 是 detlS] 一 1. 另 
外 ,下 列 一 些 关系 也 是 容易 得 到 证 明 的 : 


s(0)- 所 一 站 RE) -A ) 
的 sg 
人 

s(°)-s(s)—1, sp) 的 ‘) (Cp: 任何 常数 )， 


4 的- 有 (9)-( 司 - 心 3 


从 此 可 见 , 5 的 全 体形 成 一 个 阿 贝尔 群 . 
$2. 仿 射 旋转 面 


仿 射 铸 面 的 一 种 特殊 情况 即 我 们 将 称 之 为 仿 射 旋转 面 的 场 
合 ， 是 相当 值得 注意 的 。 WW，Siiss 《1928〉 和 我 们 独立 地 获得 了 
这 一 族 曲 面 ， 而 所 用 的 方法 包括 曲面 的 定义 划 迎 然 不 同 ， 下 文 将 
根据 我 们 的 定义 导出 这 个 特殊 族 ， 并 在 本 章 以 下 睹 节 里 详 述 这 种 
曲面 的 特征 ， 

定义 ” 当 一 个 仿 射 铸 面 的 仿 射 法 线 落 在 子午 线 《§ 1) 的 密切 
平面 上 时 , 称 它 为 仿 射 旋转 面 。 . 

设 仿 射 铸 面 为 [qa, 志 , U]、 它 的 方程 是 (1.10) 和 {1.11)。 从 
基本 方程 (1.25) 立即 看 出 ;曲面 的 仿 射 法 线 要 落 在 子午 线 (如 > 
曲线 ) 的 密切 平面 上 , 充 要 条 件 是 

G, = 0. (2.1) 
首先 ,我 们 证 明定 理 ， 

仿 射 旋转 面 的 平行 曲线 都 是 二 次 曲 绥 ， 

为 了 证 明 这 个 定理 ， 我 们 考察 [a, 志 , U1 的 有 平行 曲线 即 x 
曲线 ; 方程 《1.10) 和 (1.11) 表明 : 这 些 曲线 都 是 用 仿 射 变换 招 
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(zx) 平面 上 的 曲线 (xz*): ， 


Cr x# = Us), x* = U(u) (2.2) 
变换 而 得 来 的 ， 所 以 我 们 仅 须 阐明 C* 是 二 次 曲线 就 够 了 . 
为 此 , 取 C* 的 仿 射 弧 长 为 参数 x， 以 致 
U UU; 
8 一 
sw 
(参照 第 一 章 55), 于 是 方程 (1,22) 变 为 
Ew — ai gp iV: A- 


| (2.3) 


,Pm0,G—=—atgpiViA, (2.4) 
因为 G 按 照 (2.1) 单独 是 ”的 函数 , 所 以 和 也 单 是 "的 函数 ， 
就 是 : 
DT， Ui;, U; 
A=| 与 上 6 3 Plo), (2.5) 
E1 一 Ma 二 一 Ma FB3 ~— x 
可 是 
(as) 一 ”十 2 (a#’)—1~ (2.6) 
所 以 
U's DU, 0 
. f | 由 
qh 一 aplv) 一 后 ， §, l $b: | 一 Uf + Us 
才 — Xl &2 CO— Xi, Ea 
(2.7) 
式 中 已 今 
由 中 
29. 1 一 -一 1 | 上 
S$ 
= & 1 2 f= 1 & (2.8) 
2 Xiy 2 Sl Xl 
6 | 
我 们 算出 
ah 一 _$\ Op 
po (1 . 
从 而 得 到 
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,Of :Of 、 
U’ Be, +U; Bp 0. (2.10) 
男 一 方面 ,关于 «微分 (2.7) 两 边 ,而 且 按照 (2.10) 号 下 其 结 


果 : 
Uh + Uf = 0. 
再 从 此 和 (2.7) 解 出 
i= aqpl Ur fi— —aplo)U, (2.1) 
从 此 
~ aap(v UY ， Oh —ap(lv U0. (2.12) 
Bu On 


比较 (2.9) 与 (2.12), 我 们 就 有 


人 到 ee 一 const《 设 为 一 人)。 (2.13) 
换言之 ,曲线 C*(x*) 满足 方程 | 
xX* XY = 0 《2.14) 
所 以 曲线 C* 而 因此 所 有 的 平行 曲线 C 都 是 二 次 曲线 (参照 
第 一 章 $3).。 这样, 完成 了 定理 的 证 明 . 
现在 ， 我 们 将 按 C* 是 实 图 《>> 4)、 双 曲线 (二 0) 或 
搜 物 线 ( 交 一 0) 而 把 仿 射 旋转 面 区 分 为 椭 菩 型 、 双 曲 型 或 抛物 
型 ， 为 了 方便 起 见 ,在 不 失 一 般 柱 的 情况 下 采用 平面 : 
Xi 《2.15) 
作为 平面 (1.8), 而 简化 方程 (1.10) 为 
KI™— 


wm exp (一 do (ipew bd) dr + U2),) 02.16) 


Xs 一 exp (~|gar) (spesp CJ ear) dy 十 Ua), 
式 中 由 一 《8 一 2) 


第 一 种 ”抛物 型 仿 射 旋转 面 


曲线 C* 的 方程 可 被 写成 
U, = xi Us 《2.17) 
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而 且 (2.5) 变 为 


0 ， 1 多 到 
bis 总 9 3 (a 
和 一 一 9%(>)。 
Hy, VOSV -dy 一 站 ， gr 三 o) 
(2.18) 
使 其 中 «和 如 的 系数 等 于 零 , 我 们 便 有 
SV= 0. 


从 此 如 一 canst， 吕 一 const。 经 过 适当 的 坐标 原点 的 移 位 ， 可 把 
这 二 常数 化 为 0。 因 此 ,了 线 是 x 轴 . | 
这 样 ,所 求 的 曲面 可 写成 为 


Ma yy FI X3 王 A 22 十 了 *), {1) 


式 中 5(v) 表示 ”的 任意 函数 ， 

由 (1) 看 出 : 抛物 型 仿 射 旋转 面 的 子午 线 都 是 平面 曲线 ， 而 
且 它 们 所 在 的 平面 都 通过 xa 轴 。 因此 , 曲面 的 所 有 仿 射 法 线 都 
和 此 轴 相 交 。 


第 二 种 “椭圆 型 仿 射 旋转 黎 
此 时 ， 太 一刀 0， 我 们 可 把 C* 曲线 表 成 


Uj =™ qscos ff Us—= #3sin ru, (2.20) 
通过 对 行列 式 A 的 计算 县 使 其 中 cos sy、sin rw 的 各 系数 等 于 零 ， 
我 们 便 得 到 

BVISV dy — (5 0) = 0, 

qaaBiV + EA 一 2) py), (2.21) 

Emo — F(t v= 0. 
假如 总 六 0， 总 关 0， 那 未 从 (2.21) 必然 要 产生 矛盾 : 总 一 0， 
划一 0， 因为 了 关 0. 倘若 总 一 总 一 0， 从 〔〈2.21)》 的 第 三 方程 
将 导出 条 二 0， 总 之 , 我们 如 果 要 取 总 (*) 为 ”的 任意 函数 , 势 


s 了 23 


必 有 成 站 = 0, = 0, 
同 第 一 秘 情 形 一 样 ， 所 求 曲面 的 方程 可 以 写成 


和 | vy 


xl 一 全 emp( 一 由 和 — vw) ldy) cos zts 


43 一 一 exp( 一 [C81 一 -Idp ) sin rn, 


式 中 (2) 庆 示 。 ? 的 任意 函数 ， 


GD 


我 们 同样 看 到 , 这 种 仿 射 旋转 面 的 所 有 仿 射 法 线 都 和 x 轴 相 


交 . 
特别 是 ， 当 后 一 全 时 ,方程 (1) 表示 椭 球 


Eo 
at 二 42 


第 三 种 ”到 弗 型 仿 射 旋转 面 


C*, 了 ;一 cosh ku, Us™ sinh ru, 
al A 


式 中 大 一 一 < 0. 
此 时 ,我 们 同样 得 到 所 求 的 曲面 : - 
Xl™ >» 


x :Sp 【一 下 一 v) dv) cosh ru, 
x3= 一 nh 《一 人 个 ~ v) dy) sinh ru, 
式 中 5(v) 表示 v 的 任意 孙 数 . | 
特别 是 , 当 各 一 型 时 , 方程 (0) 表 示 双 曲面 


2 和 2 
i 
, 


a az a 


《2.22) 


《III) 


综合 以 上 结果 : 仿 射 旋转 面 按 其 所 属 是 抛物 型 、 本 图 型 和 双 


曲 型 之 不 向 而 分 别 被 表示 为 方程 (I) 、(I11) 和 《ID， 
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下 面 ,我 们 将 列举 仿 射 旋转 面 的 一 些 显著 人 性 质 . 

性 质 1. 仿 射 旋转 面 的 仿 射 法 线 都 和 定 直线 ， 即 曲面 的 轴 相 
交 , 而 且 和 名 子午 线 在 过 轴 的 一 张 平 面 上 . | 

这 一 性 质 就 是 Siss {Mazh. Annalen,，98 (1928)。 684 一 696 
页 ] 用 以 决定 仿 射 旋转 面 的 一 个 主要 条 件 ， 我 们 后 文 《83) 将 逆 明 - 
他 的 定义 和 我 们 的 定义 两 者 的 一 致 性 . 

性 质 2. 仿 射 旋转 面 的 仿 射 曲率 线 是 由 其 子午 线 和 平行 曲线 
两 系 平面 曲线 组 成 的 . 

实际 上 ， 曲面 沿 其 各 条 子午 线 的 伪 射 法 线 都 蓝 在 这 条 子午 线 
的 平面 上 ,所 以 子午 线 是 蝎 面 的 仿 射 申 率 线 ， 另 一 方面 ,平行 曲线 
和 子午 线 构成 共生 系 ,因此 ,平行 烘 线 也 是 仿 射 曲 率 线 . 

性 质 3. 仿 射 旋转 面 的 平行 曲线 是 它 的 Darboux 曲线 ,而 且 其 
余 二 系 Darboux 曲线 和 二 系 主 切 曲 线 构成 一 个 有 常数 交 比 的 系统 ， 

实际 上 ,从 (1.23),(2.1) 和 二 次 基本 形式 与 三 次 基本 形式 的 反 
极 性 (第 一 章 55) 我 们 得 出 


A—0, C=— 0, Be (2.23) 


于 是 Darboux 曲线 决定 于 方程 : 
(3Edw: 一 Gadvi)dv 一 0。 

这 就 盖 明 了 性 质 3. 
” ”这 个 上 半 性 质 还 是 仿 射 旋转 面 的 一 个 特征 《参看 下 面 $4)， 

性 质 4. 仿 射 旋转 面 的 仿 射 法 暴 率 半径 沿 各 条 平行 曲线 都 是 
常数 。 

实际 上 ,从 (2.4) 和 第 一 章 $5 公式 得 知 互 、G 都 是 ”的 函数 ， 
(FP 一 0)， 于 是 二 次 基本 形式 的 Gauss 曲率 KK 也 是 v 的 函数 ,我 
们 算出 三 次 基本 形式 的 系数 

4 一 0,C 一 0 D 一 一 人 8， 

E 

(2.24) 
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J 一 一 < 一 (2.25) 


也 单独 是 "的 函数 ， 
昌 面 的 仿 射 曲率 线 决定 于 方程 
Pet 十 2 Odudv + Rdv? 一 0， 
式 中 
P=0, R= 0, 
ol ea 
然而 念 射 曲率 半径 是 


R=(J+K+0), RI—(J+K— 0), 
因此 ,它们 都 单独 是 ”的 函数 。 

性 质 5. 仿 射 铸 面 的 子午 线 间 时 是 某 一 方面 的 包 络 柱 面 与 曲 
面 的 接触 线 即 影 界线 ， 特 别 是 ， 仿 射 旋转 面 的 子午 线 是 平面 影 寞 
线 。 

从 最 后 这 一 性 质 看 来 ， 仿 射 铸 面 是 可 以 作为 男 一 出 发 点 来 定 
义 的 ， 就 是 说 在 其 上 与 co!: 系 的 影 界线 共 斩 的 曲线 都 在 平行 平 
面 上 .我 们 由 此 得 到 启发 ， 把 仿 射 铸 面 扩大 到 更 一 般 的 曲面 〈 参 
照 33). 

仿 射 旋转 面 的 另 一 定义 是 来 自 下 述 的 一 个 特征 的 ， 就 是 我 们 
将 证 明定 理 : 

如 果 优 射 铸 面 经 过 关于 一 个 二 次 曲面 的 配 极 仍然 是 仿 射 铸 
面 , 那 末 它 一 定 是 仿 射 施 转 面 . . 

证 明 由 于 仿 射 铸 面 容许 尾 何 线性 变换 的 。 我们 只 须 考察 关 
于 原点 为 中 心 的 单位 球 的 配 极 就 够 了 ， | | 

一 个 曲面 《xz(sz))》 的 参数 曲线 构成 共 辆 网 的 充 要 条 件 是 x 
满足 拉 普 拉 斯 方程 | 


Bu Ov Ba Bp C272 
式 中 ,4 和 3 部 是 x 和 vv” 的 任意 函数 ， 
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在 仿 射 铸 面 的 场合 ,我 们 有 


= $2) (§(0) —x), (2.28) 
所 以 x(w;v》 满 足 
0 
二 #() $ =: 0. _ (2.29) 
反 过 来 ,如 果 (2.27) 中 成 立 - 
A= A(v), B= 0, {2. 


那 未 关于 4 积分 之 后 便 获 得 三 个 独立 解 zi(#,2) (i 一 1,2,3), 它 
们 确实 定义 一 个 仿 射 铸 面 . 
因此 , 拉 普 拉 斯 方程 (2.27) 的 解 要 定义 仿 射 铸 面 的 充 要 条 件 
是 (2.30). 
为 了 书写 方便 , 记 二 x， + 二 y，、vg 一 zs， 人 在 不 失 一 般 性 
的 情况 下 ,我 们 把 仿 射 铸 面 的 方程 写成 
xz 一 py》 一 了 (Smazr 十 Da 一 了 (Smdz 十 Da3)， 
(2.31) 
式 中 已 令 


而 县 56663 都 单独 是 的 读数 ;0U,,，U， 单独 是 “的 函数 .。 
由 此 得 出 


We wm Dy Rp dy ea 0 i Uy ris 
Vu 和 VUs, pd a plé 9 y)， Yum ea VUy, 
ao 一 V’U;, you 一 (和 os. 中 )y = Jé2s (2.33) 
Sy VUs, Sy pay psa 一 2), 名 re ee VUs, 
pm VU so (EE — 6) + bE, 


4 is Vo ep (一 Jaao) (2.32) 


曲面 《x,y, x》 经 过 关于 单位 球 的 配 极 而 变 成 曲面 
X= Xu Y= Yu0), Z— Zusr), (2.34) 


*» Il29”% 


其 中 (x,v) 仍然 在 新 曲面 构成 共 绒 网 , 因而 (2.34) 是 一 个 拉 普 拉 
斯 方程 的 解 . 为 了 阐明 这 一 事实 ,我们 首先 指出 : 


ya Bu 


X= rr a Z = lire yo], (2.35) 
H|y, s, Zo Xo ls ys 
其 中 
z 和 如 
Ho=|lr, ye 3 (2.36) 
Tp Ye Pp 
从 此 容易 导出 x，Y，Z 所 满足 的 拉 普 拉 斯 方程 ; 
re 则 H, 二 Bo H, Ow = 
“Ou Ov 名 J i 人 
曲面 (X,Y ,Z) 也 茧 成 为 仿 射 铺面 ,此 时 充 要 条 件 (2.30) 变 为 
五 , 一 0. (2.38) 


换言之 ,下 单独 是 v 的 函数 ， 把 (2.33) 代 进 (2.36)，(2.38) 便 可 改 
写 为 


x YY % 
0 UU Ul= Jv), (2.39) 
fh 62 6 | 
或 者 
Ut Us= gr), | (2.40) 
式 中 已 令 
EF ME | x J 
Sn LD es . 2:41 
: b1 6&3 $1 52 Cat 
可 是 
OF, Ku Be . 
a 一 ~ V5Us, 
[el ; 
， 4 Se | (2.42) 
3 om Xs yal 区 
Bue + VU,s 
所 以 
vo 十 Ui 2 -0 (2.43) 
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另外 ,关于 4 微分 (2.40) 并 用 (2.43), 就 有 
Urf+Ush=0. (2.44) 
同上 述 一 样 ,我 们 从 (2.407 和 (2.44) 得 知 时 线 
C*, ?本 一 1 2* 一 Us 
在 (y* x*) 平面 上 是 二 次 曲线 。 于 是 按照 C* 的 仿 射 曲率 不 之 
不 同 而 区 分 为 三 种 仿 射 旋转 面 ， 
第 一 种 :到 一 0， 
所 求 的 册 面 是 抛物 型 仿 射 旋转 而 : 
= SN 1 
X= VV, y— uw, z= V( jw (CI) 


第 二 种 : 天 一 中 盖 0. 
所 求 的 曲面 是 柱 贺 型 仿 射 旋转 面 : 


人 四 


第 三 种 ， 二 一 疡 之 0， 
所 求 的 曲面 是 双 油 型 仿 射 旋转 面 : 


X= vs 


y= exp (ls;) coshkt Cm) 


一 = exp Cle sinh es. 


于 此 ,完成 了 定理 的 证 明 . 
§ 3, 一 般 化 仿 射 铸 面 与 仿 射 旋转 面 


为 了 图 明 Sass 所 定义 的 曲面 族 和 我 们 的 仿 射 旋转 面 族 两 者 的 
一 致 性 ,我 们 首先 证 明 下 列 关 于 仿 射 旋转 面 的 一 个 特征 : 


3。 


设 一 全 员 面 的 所 有 仿 身 法 线 都 和 一 定 ( 有 限 远 ) 直 线 ( 称 为 轴 ) 
相交 ,而 且 通 过 轨 的 任何 平面 和 上 曲面 的 交 线 ( 称 为 子午 线 ) 都 是 影 
界线 。 那 未 ,曲面 必须 是 仿 射 旋转 面 。 

我 们 在 轴 a 上 取 坐 标 原点 0， 而 且 采 用 曲面 的 仿 射 曲 率 线 
作为 参数 则 线 a.v， 于 是 《第 一 章 (5.77)) 


. g 
5 «3 Vr 二 Xs (3.1) 
2 


式 中 y 表示 曲面 的 仿 射 法 线 向 量 , 而 且 RI、Rs 表示 二 仿 射 主 曲 
从 假定 得 出 : 必 有 二 函数 a(n, v) 各 B(x，v) 使 下 式 成 立 
x 十 ay 一 pa， (3.2) 
式 中 a 表示 力 4 的 单位 向 量 ， 
出 (3.1) 和 (3.2) 我 们 可 导出 , 
p.(1 一 2 Xs 一 pa 和 二 辣 Xs + Cups 一 pr)y 一 0， 
二 是 成 并 关系 式 : 
B= = 0, go= RI, Ri KR (3,3) 
这 里 假定 了 所 论 曲 面 不 是 仿 射 球 ( 参 照 Siss: 前 揭 论文 ). 
现在 , 对 (3.2) 进行 关于 v 的 微分 而 且 利用 (3.1) 改写 , 我 们 
便 有 
Q 一 站) 一 pa 一 sy， (C3.4) 
或 


4 一 证 )*, 一 和 人 一 < 经) 一 过 《3.5) 


由 于 8 一 4 鱼 单独 是 ”的 函数 ,所 以 我 们 有 


(I) 沿 每 条 * 曲线 各 点 的 切 平面 都 通过 轴 a 上 的 一 点 . 
再 度 关 于 v 微分 (3.4) 的 两 边 ,我 们 又 得 到 
0 = 司 Wo 一 ( 十 (£),] 2 一 Go 一 PooGy 


» 132. 


或 者 按 关 系 式 (3,2) 改 写成 
(1 EE)x. 一 1 + (£),}, 一 好 [= 十 (ee +o?， 


(3.6) 
由 此 可 见 ， 
(II) 曲面 的 伪 射 法 线 落 在 子午 线 的 密切 平面 上 ， 
根据 假设 我 们 还 有 
(Xuve Xu xX») 一 0， 
因 丈 ， 
(Kuve Xn Xs) 1 1 
C= 一 一 代 一 4 一 一 一 一 和 一 了 一 一 一 CC (3.7) 
VIEG—F’| .2 2 
也 是 仿 射 曲面 论 的 基本 方程 给 出 
Lf ， 
x 一 士 (二 E,.+B ) x Xx)s (3.8) 


1 1/1 
xz 一 一 一 G。 .+ 二 (iG +D )x.—6y. 3.9 
EG\2™ ed (309 


可 是 曲面 的 仿 射 法 线 落 在 子午线 的 密切 平面 上 ,所 以 


Cu 一 0， 《3.10 ) 
就 是 说 ,G 单 独 是 ”的 函数 . 
另 一 方面 ,从 关系 (3.4) 又 得 到 . 
gd bd Co i 4 
l 6 一 号) ms (> ts Ri D。 (3.8) 
把 它 和 (3.8) 相 比较 ,我 们 获得 
. -0 即 R; = Rv). (3.11) 
从 (3.6) 可 见 
pre , Py [a i 
Ere xu x x) + t+ — 二)G je) 0, 
(3.12) 
由 于 各 行列 式 的 系数 单独 是 ” 的 函数 ， 
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es (x xox) 十 { 十 十 0 一 pn G}xwx,y) =— 0. 
(3.13) 
另外 ,我 们 有 
(xx,y) 一 0， } (3.14) 
Run mm 4X 十 BX, cy, 


从 而 得 出 
(KussaXsX) 一 a (XusX,X) 十 (a. 二 4 上 一 EX XuXuX), 
5 和 
《xsuuxsy) = a (Xusxoy) 十 (0. Tab Ex) 
1 
于 是 
(xnxoz) 十 { 十 本 十 4 一 二 o} (xusunxoy) 一 0。 


(3.15) 
三 个 关系 式 (3.12)(3.13) 和 (3.15) 也 可 被 写成 
(zxu) 一 0， (ZK) — 0, (ZXuss) = 0, (3.16) 
式 中 已 令 | 


=~ Br Cx, x x) 十 { av + 


el Se cx x y), 


如 果 z 一 0， 或 者 (x, x x。,) 一 0。 那 末 。 曲线 都 是 直线 ， 因 
此 ,所 论 曲 而 是 一 个 锥 面 ,这 是 平凡 的 ， 
所 以 (3.16) 便 给 出 了 
《XuasXuaxu) 一 0， 
就 是 说 ,各 条 “ 曲线 是 平面 曲线 . 
利用 (3.8》 和 《3.11) ,我 们 有 


Yu -一 cy R2 
x。 RRi— oe) : 单独 是 v 的 函数 ， 比方 记 作 “ eh, 


由 此 导出 


x = pr) wu), (3.17) 
换言之 ， 2 曲线 的 切线 沿 各 条 v 曲线 都 是 相 平 行 的 。 所 以 我 们 获 
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得 : 
(HI) 各 条 # 曲线 在 一 斤 平 行 平 画 上 . 
综合 以 上 结果 (D 一 (HD), 我 们 断定 : ”所 论 的 曲面 必须 是 仿 
射 旋转 面 。 
其 次 ,我 们 将 由 $2 中 所 述 的 仿 射 铸 面 的 性 质 5 得 到 启发 而 把 
仿 射 铸 面 折 广 成 更 一 般 的 曲面 ， 就 是 在 这 种 曲面 上 存在 两 族 共 斩 
曲线 ,一 族 由 平面 曲线 组 成 ,而 另 一 族 则 由 包 络 柱 面 或 锥 面 的 接触 
曲线 组 成 ， 以 下 分 别称 第 一 类 或 第 二 类 一 般 化 仿 射 铸 面 《简称 G， 
M. 曲面 )， ， 
我 们 将 证 明定 理 : 
第 一 类 G. M. 曲面 的 包 络 柱 面 的 母线 都 平行 于 某 一 平面 ,而 
第 二 类 G, M. 曲面 的 包 络 锥 面 的 尖 点 在 某 一 直线 上 。 
首先 ， 考 察 第 二 类 G. M, 曲面 ,而 且 取 包 络 锥 面 的 接触 昌 线 
_ 和 其 共 配 曲线 (根据 定义 都 是 平面 曲线 ) 作 为 上 曲线 和 >” 曲线 。 那 
林 , 我 们 有 。 
Xs — pus v) (EF — x), i (3,18) 
式 中 中 表示 任意 函数 ,而 表示 单独 v 的 向 量 函 数 。 从 此 得 出 曲 
面 的 方程 


多 一 exp (ao) (esf azo)jes 十 0), (3.19) 
其 中 ,积分 是 部 分 地 关于 ”进行 ,而且 避 是 单独 * 的 向 量 通 数 。 
我 们 出 (3.18) 导 出 | 

x 一 (名 $ )x, 十 4， 

oo 一 (kx)xo 十 (+)x， 十 由 二 + BE 
1 
式 中 卜 dy » dy” 

” 基 此 ,我 们 有 


(Xoo Kor Xs) = hE, Ex) (3.20) 
可 蚌 z 曲线 是 平面 曲线 ,上 式 左 边 恒 为 零 , 所 以 失 阵 
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(和 
到 

中 ,所 有 二 阶 行列 式 恒 为 零 。 这 就 是 说 , 包 络 锥 面 的 顶点 ( 专 ) 在 某 
一 直线 上 . . 

同样 ,我 们 可 证 定理 的 前 半 ， 实际 上 , 在 第 一 类 G. M. 曲面 

的 场合 ,我 们 有 | 
-pu,s) alv)s (3.21) 
式 中 a(mo;o) 才 示 旬 结 柱 而 的 二 线 的 方向 人 可 是 ， 从 >” 
曲线 是 平面 曲线 这 一 事实 得 知 
《xvootorzo) = Pa {rv) Go) az)) 一 0. (3.22) 
所 以 母线 前 平 行 于 某 一 平面 . 

这 样 , 完 成 了 定理 的 证 明 , 

我 们 由 这 定理 还 可 导出 推论 ， 第 一 类 G.M. 曲面 是 可 以 由 第 
二 类 G.M. 曲面 经 过 射影 变换 而 求 得 的 , 而 且 反 过 来 也 成 立 ， 

另 一 种 一 般 化 仿 射 铸 面 现在 将 成 为 我 们 的 研究 对 象 ， 
假设 在 这 种 曲面 《以 下 篇 称 s 曲面 ) 上 有 二 族 共 蜀 曲线 ,其 中 一 族 
是 由 影 界线 组 成 的 ， 而 男 一 族 则 由 包 络 锥 看 的 接触 曲线 组 成 ,我 
们 取 后 者 为 ** 曲 线 ,而 取 前 者 为 v 有 曲线 .因此 ,所 论 的 5 曲面 决定 
于 方程 组 : | 

Xs pusv As), x plusv KECv) — x), (3.23) 
由 此 得 出 
由 


Xu 一 证 Xu TS Xr Pu. | | (3.24) 
所 以 
es 由 一 一 
中 一人， 加 一 中 
或 者 - 
$= Ho), bo exp(—|pds) « Ou), (3.25) 


式 中 0(n) 表示 单独 * 的 函数 ， 
这 样 ,S 昌 夯 的 方程 是 : 
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X= exp (—|er) (see (fs du)av 十 0), (3.26) 
式 中 
U ~ [Cu) a(w)au (3.27) 
表示 x 的 任意 向 量 函数 。 
我 们 看 到 , 8 时 面 族 包 括 优 射 铺面 在 内 ,或 者 换言之 : 如 果 包 
络 锥 面 的 接触 曲线 都 是 平面 明 线 ， 那 末 5 曲面 就 变 为 优 射 铸 面 . 
因为 这 时 , 影 界线 的 母线 平行 某 一 平面 ,于 是 根据 本 节 定理 包 络 锥 
面 的 接触 线 在 平行 平面 上 ， 
在 这 里 ,我们 将 研究 s 曲面 的 特殊 族 , 族 中 曲面 的 仿 射 法 线 落 
在 影 界 线 的 密切 平面 上 . 
我 们 从 《3.26) 算 出 


L 一 《xuoxuxv)] 一 VEE, 

M 一 (xoxuxo) 亚 0， | (3.28) 

N= (x, XX,) = VipA, 
式 中 已 令 

V = exp(—J$dv), | 

6 一 (U”,U,é€— x), (3.2%) 

A—(§,U,# — x). 
因此 ， 

GCG= VV 中 54 ~ A {3.30) 
然而 《Xoox,x,) 一 0， 而 且 仿 射 曲面 论 的 基本 方程 中 有 
Xs 二 一 2 XX 十 (#)x, Gy。 
所 以 仿 射 法 线 y 要 落 在 * 曲线 的 密切 平面 上 , 充 要 条 件 是 
CC 一 0， 

即 


3Au Bo 一 0 七 3(E LE — xXx) = (U”",U,E x) 

A 8 (€,U,é—x) (UU,E—x). 
(3.31) 
把 最 后 公共 比值 记 和 作 p、 以 致 : 
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(UU —x)~p(U,U, x), 
3(€,U’, 8—x)—p(t ,Us —x). | 
我 们 首先 要 证 p 三 0. 
倘若 (UU”U”) 一 0, 那 末 5 曲面 变 为 仿 射 铸 面 ,于 是 所 求 
的 就 是 仿 射 旋转 面 ($2). 
倘若 《CC CU ) 关 0， 那 未 我 们 采用 空间 曲线 


(3.32) 


C*:x*—U 
的 念 射 缴 长 作为 参数 xn。 使 得 (第 一 章 $4) 
s (UUU”)= +l1 (3.33) 
而 且 
Uv 十 KE + = 0. (3.34) 


令 v 一 mo 则 ?可 以 看 为 单独 “的 函数 ， 关 于 “微分 (3.32》 
的 两 边 ,并 由 (3.34) 代 进 《7PY， 我 们 有 
(UU Ex)= (P+p +R UU, — xXx), 


”从 此 得 出 
(UU UYVT (py 4 3ppe + Rp+ 
+ UU, UU, — x*), (3.35) 
pusn 十 4ppon + (KR+ 6p’) pa 十 3 加 + 2kp J 
+ kp—pttp+t+k t= 0, (3.36) 


因为 (UU — x) A 0 
男 一 方面 ， 从 (3.32)， 同样 经 过 两 次 关于 * 的 导 微 和 关系 
(3.34) 的 利用 ,我们 得 到 


VK OEUU) | pon + Eppes + heee 
0 
十 如 十 下 训 十 二 kp 十 二 La 
a | (3.37) 
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”很 如 疙 一 上 一 0， 那 末 我 们 比较 (3.36) 和 (3.37) 中 六 的 对 应 系 
数 之 后 得 知 请 一 0， 可 是 这 时 从 (3.35) 却 推出 
V (UUU”) 一 0， 

而 产生 了 了 矛盾， 所 以 区 一 +: 产 0. 

现在 ,再 度 关于 微分 (3.36) 和 (3.37), 而 县 比较 这 样 得 来 的 
两 个 关于 ?的 四 阶 微 分 方程 中 5 的 系数 ， 我 们 终于 获得 p 下 0 
的 结论 ， 

因此 ,《3.32) 采 取 如 下 的 形式 : 

(LT ,UE—x)=10, } 


> (Fs UV, x) 0. 338) 
把 第 一 式 关 于 s+ 导 微 一 ,二 ,三 次 ， 
EU) ~ 0, (3.39) 
AEUU) FEUD =0, | (3.40) 
KEU UU) = 0. (3.41) 
可 是 下 一 上 天 0， 所 以 
(EU'U') = 0. (3.42) 
于 是 (3.40) 化 为 | 
(UD)= 0. . (3.43) 
综合 起 来 ,我 们 使 有 1 
-Ux U”)= 0, 
#-.(U”xU)= 0, ' 《3.44 ) 
€-.(U xU)=0, 
可 是 | 


(CC x UU), UU” x UU x VU 1, 
所 以 好 一 0， 这 就 是 说 ，( 专 ) 如 化 为 一 点 , 于 是 我 们 所 求 的 曲面 
变 成 一 个 锋面 ,这 是 平凡 的 场合 ， 

因此 ,我 们 证 明 比 以 前 更 为 一 般 的 定理 : 

如 果 一 个 § 曲面 的 仿 射 法 线 落 在 影 界线 的 密切 平面 上 、 那 末 
曲面 必须 是 仿 射 旋 转 面 ， 

这 里 必须 补充 一 点 ; 在 本 节 最 初 定理 的 证 明 中 ， 关 于 * 曲线 
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都 在 平行 平面 上 这 一 事实 的 推导 ,现在 完全 是 不 必要 了 . 
$4 仿 射 这 转 面 的 某 些 特征 


$ 2 中 所 述 的 性 质 2 表明 仿 射 旋转 面 的 平行 曲线 都 是 它 的 
Darboux 曲线 .现在 :我 们 将 证 明 逆 定理 ; 
如 时 一 个 曲面 有 一 系 Darboux 曲线 常 在 平行 平面 上 , 那 末 它 
必须 是 仿 射 旋转 面 ， 
证 明 首先 , 我 们 游 察 所 论 Darboux 曲线 的 一 系 重 合 于 其 共 
并 系 的 场合 ， 也 就 是 重合 于 一 系 主 切 曲线 的 场合 . 这 时 ， 取 主场 
曲线 为 参数 曲线 4#、v， 而且 假定 所 论 的 Parboux 阳线 系 决定 了 
WH CDnsty 于 是 在 其 方程 
dd + 3Bauwidv + 3Cadudv + Dadn=0 (4.1) 
中 成 并 关系 
4 D= 1. (4.2) 
因此 ， 
Xo X xX, 0, (4,3) 
就 是 说 ,所 论 曲 面 是 不 可 展 直 纹 面 . 
如 果 曲 面 不 是 仿 射 球面 , 那 末 我 们 有 ? 
Xe 二 vy 十 42 ,4 = const 天 0 (vz 2 ) = cA0,. (4,4) 
可 是 vz 曲线 落 在 平行 平面 上 ,所 以 
ax 亚 0 = 一 c2'， 
式 中 ea 表示 平行 平面 的 单位 法 线 向 量 . 从 此 得 出 
{zz2" 2 )=0 
而 产生 了 矛盾 . 
这 就 表明 ,除非 是 曲面 为 伪 射 球面 ， 上 述 的 场合 是 不 可 能 发 生 
和 的。 以 下 ,我 们 假定 曲面 不 是 仿 射 球面 、 . 
我 们 现在 取 所 论 的 Darboux 曲线 系 和 其 共 轿 曲线 系 作为 参数 


1) 做 郑 . Blaschke: DG 红 ，2i9 页 。 
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竹 线 x 和 Vy 于 是 
F=A~C”0, BG-+DE=0. (4.3) 

另外 ， 我 们 还 采用 平面 曲线 * 即 v = const 曲线 的 仿 射 弧 长 作为 
参数 x， 而且 : 
(ax) 一 v (a: 常 向 量 ). (4.6) 
从 苞 得 出 | 

Kus 一 RCM VI Xs, 

(ax,) = (Gxuu) ™ (AX) = (axv) 一 0， | (4.7) 

(ax,.)= 1. 


可 是 另 一 方面 » 


VEG 2 
A (FuenXuXe) 二 E,, 


C= (eu) 2 Gss 
(4.8) 


VEG 
而 且 因 为 (4.6) 成 立 (x。 x xwo) 一 0， 由 此 又 有 


E, wi (Kuun Ks KX ) i E 6in1EG] a {4.9) 
VEG 2 Ox 


从 (4.5)、(4.8) 和 (4.7) 我 们 断定 EE 二 0， 因 而 (4.9) 变 为 
alnlEG| -0 


Ou 
所 以 我 们 得 出 结论 :五 和 G 都 是 单独 ”的 函数 ,于 是 算出 


el E, 如 
2 1 2E” \1 ” 


如 ee {2 Rv [可 =- 全， (4.10) 


2 2G” 12 2 2C” 
和 基本 方程 


xu 一 (三 + 有 ) xu (4.11) 
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最 后 方程 表明 了 
《ID 曲面 的 仿 射 法 线 常 落 在 曲线 “一 const 的 密切 平面 上 . 
从 (4.7) 和 (4.11) 我 们 获得 下 列 关 系 : 


E B G D 
~ ££» | 卫 ，0 一 上 十 二 -GCG 
0 7 十 了 E{(lay), 0 3 十 {ay), 
五 丰 l | 
E 4 Br 7 


就 是 ，B 和 而且 因 此 DD 单独 是 " 的 函数 . 
把 (4.11): 关 于 * 积分 ,我 们 便 得 到 


{BB_, E, 3 
x, (+ Be ) (> #(v)), (4.13) 


这 不 外 平 表示 (IT) 在 平行 平面 上 的 x 曲线 都 是 包 络 锥 面 和 曲面 的 
接触 曲线 ， 

从 (DCI) 和 $2 的 仿 射 旋转 面 定义 立即 推出 定理 ,而 完成 了 
证 明 。 

现在 ， 我 们 转 到 优 射 旋转 曾 的 另 一 特征 的 讨论 来 证 明 下 列 一 
般 的 定理 : 

如 果 一 个 曲面 和 一 族 平行 平面 相交 于 一 族 曲 线 ， 而 且 曲 面 沿 
各 条 交 绥 的 仿 射 法 线 想 会 于 一 点 , 那 末 曲 画 必须 是 仿 射 旋转 面 . 

证 明 首先 ,我 们 容易 看 出 所 论 的 曲面 必须 是 仿 射 铸 面 ( 参 
看 下 文 习 题 和 定理 第 8 题 )， 因 此 ,我 们 仅 就 仿 射 铸 面 的 范围 内 证 
明 我 们 的 定理 就 够 了 ， 

为 此 , 采用 方程 《1.10) 以 袁 示 所 论 的 曲面 . 根据 定理 的 假设 
得 知 : 平行 曲线 即 « 曲线 且 因 而 子午 线 都 是 仿 射 曲率 线 ， 

又 根据 假设 我 们 可 令 

x+oy= Ey), (4.14) 

式 中 让 vzv) 表示 曲面 的 仿 射 法 线 沿 曲 线 v 一 const 时 相 会 的 点 。 

对 (4.14) 两 边 进行 关于 x 和 >” 的 微分 ,而 且 按 公式 (第 一 章 $5 
(5.77)) 
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> 一 xs 一 一 志和 (4.15) 
改写 ,我 们 恒 有 
过 x, cu y 一 0， 
和 4 (4.16) 
QE) toy ~ Es) | 
由 此 可 见 ， 


0, R= oy (4.17) 


就 是 说 ，R 是 单独 ”的 函数 。 
可 是 从 仿 射 铸 面 的 方程 (1.10) 得 出 


Eee 


Xr bE ee Xx), 
式 中 已 令 $5 一 (a 一 2v)"!, 而 且 (aU) 一直 
从 (4-14) 和 (4.18) 把 y 和 xz。 代 人 (4.16), 其 结果 是 


pos (ee (fo) - 刘 。 
i = [EC%) ei (一 dd] { ee ( | tdo jao] | 
— E(y) 一 exp (-| 和 ls (1— 总) 十 | U. (4.19) 
由 此 得 出 ; 


Pexp (-| ddr ) Feel | tar) | Q 


a ea ee 
= (at’). | (4.20) 
在 最 后 等 式 中 , 除了 Ra 以 外 , 所 有 项 都 单独 是 ” 的 函数 ,所 
以 Ra 也 是 单独 ov 的 水 数 . 
现在 ,利用 江面 的 仿 射 法 线 公 式 [ 第 一 章 (5.18)] 
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7 一 BYE) 人 二 
并 且 注 意 到 关系 式 
Ca a Ce jt 
(oy) — [af)— vl = pCo), 
我 们 便 获 得 
7 有 = p(s). (421) 
从 (1 (4.21) 变 为 
a Pa4A- = 3 Vg(v) = (Vv), (4.22) 
Sn 
A 一 三 [Co) + Xe)]-a。 (4.23) 
” 式 中 A 见于 (1.21), 而 且 XCw) 表示 «的 任意 函数 . 


为 了 完成 定理 的 证 明 , 我 们 接着 立 明 X(x) 是 常数 ， 
首先 从 C2.7) 及 其 关于 w 的 导 来 方程 , 即 


mA = Uh +t Dh [0) + XT 


了 1 4 .ar {4.24) 
mA Uh + Uh 3 i [pv) + XCu) Xe) 


[其 中 入 ， 记 决定 于 (2.8)] 解 出 hh， 并 且 和 (2.8 的 为 相 比 较 , 我 
们 有 


二 [wo) + Xa -tvs + 4 (07) + Ku)) -xu) 0 | 


i 由 
中 6 当 ) 全 全 + (0 2 hits 
由 此 再 度 关于 «的 微分 给 出 
下 = TLL) + XO TK — Lv) + Xu) Tu) 
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一 二 ($7 — $) LO) + XC4) TS. 
为 了 方便 起 见 , 令 
$2) + XC4) — p 一 > (7 — $') =— 0(v), 
0093 
从 而 改写 上 列 关 系 式 为 
立 pIXCuy ~ pH) + Ov pS = Fu). (4.25) 


现在 ,关于 v 微分 (4.25) ,我 们 得 出 
0) {py + pu) + 0)p 
: + (9) pp ~ 0. (4.26) 
于 此 ,我 们 区 分 两 种 情况 进行 讨论 ， 
1. 由 (z) 一 0， 此 时 , 《4.22) 表 明 plz) 一 0， 即 
(ay) mm 0, 
也 就 是 说 ,曲面 的 仿 射 法 线 都 平行 于 定 平面 。 可 是 W. Siiss 在 上 
面 引 用 过 的 论文 中 已 证 明 , 所 论 的 几 面 必须 是 非 正 常 仿 射 球面 ,而 
这 是 我 们 之 所 除外 的 。 所 以 我 们 仅 须 考虑 另 一 种 情况 : 
2. dr(z) 天 0， 此 时 , 令 
和 各 Cr 
( ) pC) 
并 改写 (4.26)， 
— pu + pI Xu) + Ov) pw 
十 MKv) po = 0. (4.27) 
从 (4.25)7 和 (4.27) 消去 XW(w》， 便 有 
一 po) 十 Cv) pF pm2Fs). (4.28) 


同样 ,我 们 关于 。 微分 (4.28) 而 且 从 (4.28) 和 这 样 导 来 的 方程 
消去 X(w)， 因 此 获得 
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Ow)p™ + ov) pr 二 于 Bi(o) p+ 全 8600)p 


一 2 PCz)， (4.29) 
式 中 已 令 bx(o) = 0Kv)/$(v). 
对 (4.29) 关 于 ” 的 再 一 度 微分 ,导致 最 后 方程 : 


Os wp 十 Oo) 十 1 0. ) ze 十 2 Co) pm 


+ D0Co) pr 十 二 0 
式 中 已 令 is) -= Ow/ pv). 

上 列 方 程 是 以 单独 ” 的 函数 为 系数 的 ,关于 p 太 的 代数 方程 ， 
所 议 上 了 而 且 因 此 A 必然 单独 是 vz 的 函数 , 

从 $2 的 讨论 我 们 立即 导出 所 论 的 曲面 是 仿 射 旋转 面 。 这 
样 , 完 成 了 定理 的 证 明 ， - 


了 


v) = 0, (4.30) 


§5. 仿 射 旋转 面 的 新 处 理 


在 32， 我 们 罗列 了 仿 射 旋转 面 的 几 个 仁 质 , 其 中 有 : 它 的 平 
行 曲线 是 平面 的 仿 射 明 率 线 , 也 是 ' Darboux 上 曲线 而且 仿 射 曲面 
法 线 落 在 另 一 系 仿 射 曲率 线 即 子午 线 的 (密切 ) 平 面 上 ， 这 些 性 质 
实际 上 成 了 仿 射 旋转 面 的 特征 .下面 将 盖 明 这 一 特征 .. 

取 仿 射 曲 率 线 为 参数 曲线 ,而 且 假 定 w 曲线 是 平面 的 Darboux 
曲线 ; 仿 射 法 线 落 在 另 一 未 同宗 的 晶 线 的 密切 
平面 上 . 于 是 我 们 有 

A=0, C=0, Fo=0. (5.1) 


和 基本 方程 


» 146* 


三 
2 2 十 2( > Est B)x, Ey, 
11/1 G, . 
Xs ~ 二 (SE,+B)x.+ pp 米 ， (52) 
Xvv 一 一 这 总 十 二 (二 c， 抽 D)x, 一 Gy. 
根据 上 列 的 第 二 假定 和 (5.2): 必 须 成 立 关 系 ; 
G0 即 G 一 Cr)， 《5.3) 


从 而 
1/1 
x 一 未 (Te, 十 Djx， 一 Gy. 
现在 , 对 最 后 方程 进行 关于 v 的 微分 , 而 且 利 用 公式 (4.15)， 
我 们 便 有 | 
xxoor 一 《+) Xoo t+ (4) Xs 一 Goys 
因此 : 
(Kor Kos Xo) = —G, (YXss Xo) 0. (5.4) 
这 样 ,我 们 证 明了 : 
(LD) 如 果 曲 面 的 念 射 法 线 落 在 仿 射 曲率 线 ( 间 时 也 是 Segre 曲 
线 ) 的 密切 平面 上 , 那 示 这 系 曲线 都 是 平面 曲线 . 
又 根据 w 曲线 〈z 一 const 一 wm) 是 平面 曲线 的 假定 ,我 们 可 
采用 曲线 “一 vo 的 仿 射 驱 兵 作 为 参数 w， 以 致 


Ku 下 (zi vo) Xu, 


然而 
Xuan Xu X, ) 3. 
A OO P= 0, 
VIEG—F’:| 2 
所 以 
五 .一 0 即 E ~ E(v), (5.5) 
于 是 (5.2) 变 为 
: 1 1 
xu i (— iE,+B)x,— Ey. {5.6) 


另外 , 令 曲 率 线 的 方程 为 
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Pdu? + 2 Odudv 十 六 do 一 0， 
我 们 得 到 了 一 0, 即 8, 一 0. 所 以 8 而 且 因 此 D 单独 是 vr 的 酉 
数 ， 
对 方程 (5.2): 关 于 * 进行 积分 ,结果 是 : 
li1 
x, 一 二 全， 十 B】 (x — §(v)). 
这 表 肯 ， 
(H) # 曲线 都 是 曲面 和 其 包 络 锥 面 的 接触 曲线 ， 
现在 , 置 把 方程 (5.2); 写 成 
加 171 ‘(vy 
i 0 
并 积分 其 两 侧 ， 
Xs 一 pV) ZX 
最 后 方程 表明 , * 曲线 的 切线 沿 各 条 ”曲线 互相 平行 . 由 此 可 见 : 
《II) 所 有 * 曲线 都 在 平行 平面 上 ， 
综合 起 来 ,所 论 的 曲面 满足 了 仿 射 旋转 面 的 定义 ($2)， 因 此 ， 
我 们 获得 定理 
设 一 个 曲面 有 一 系 优 射 曲率 线 都 是 平面 曲线 ， 而 且 重 合 于 一 
系 Darboux 曲线 ， 又 设 它 的 仿 射 法 线 都 落 在 另 一 系 仿 射 曲率 线 
的 密切 平面 上 。 那 末 , 这 个 曲面 必须 是 仿 射 旋转 面 。 
现在 ， 我 们 将 转 人 仿 射 旋转 面 的 新 处 理 而 取 一 个 具体 问题 作 
为 一 个 表明 我 们 可 不 经 过 优 射 铸 面 各 种 性 质 的 探讨 也 能 把 优 射 旋 
转 面 的 已 知性 质 推 导出 来 的 例子 ， 
在 54, 我们 曾 证 明 ; ”如 果 一 系 Darboux 曲线 都 在 平行 平面 
上 ， 那 末 曲 面 必 须 是 仿 射 旋转 面 ， 这 个 特征 在 这 里 将 被 用 作为 仿 
射 旋转 面 的 定义 ,而 从 此 导出 那些 在 8$ 2、3 中 所 述 的 一 些 人 性质。 
我 们 仍 袭 用 曲面 的 仿 射 基本 方程 《4.11) 和 克 里 斯 托 费 尔 记 号 
的 表示 《4.10)， 从 后 者 便 可 算出 仿 射 曲率 线 方程 中 的 两 个 系数 : 


P= ;| .— 8,.—24{ ~—28{.} | 
EG—Fi 1 2 


2 一 人 EL Ma { 中 3 他 


Md 


-过 全 CE 单独 是 * 的 函数 ， 


这 是 因为 ，4 一 0，C 一 0 而 且 E，G，B 和 DD 单独 是 v 的 多 
数 ， 

从 第 一 方程 得 知 ， 在 平行 平面 上 的 一 系 曲面 曲线 和 其 共 罗 系 
曲线 都 是 则 面 的 仿 射 曲率 线 (参照 $2, 性质 2). 

从 0 和 二 次 形式 Ba 十 Gdo 的 Gauss 上 昌 率 都 单独 是 wv 的 
函数 这 个 事实 ， 我 们 推出 : 二 仿 射 主 曲率 半径 KR 和 R; 都 单独 
是 + 的 函数 (参照 $2, 性 质 4). | 

如 果 对 (4.11)! 进 行 关于 * 的 微分 而 且 利 用 (4.15), 我 们 便 有 


Xunz 一 | 这 (B? i E?) Ss 三 | Xuy 
EG 4 Ri 


Rua 十 RX -mn 0， 


或 


式 中 


单独 是 +» 的 泡 数 。 所 以 有 x 暑 线 的 仿 射 曲率 来 看 ， 沿 各 条 x 

盟 线 是 常数 ， 因此， 我 们 获得 : 仿 射 旋转 面 的 平行 曲线 都 是 二 次 

曲线 (参照 52)， 
方程 (4.11); 表 明 


(Xss = Xu Xs) 一 0, 


这 就 是 说 : 仿 射 旋转 面 的 子午 线 在 平面 xw) 上 ， 而 且 曲 面 的 仿 
射 法 线 沿 子午 线 而 落 在 其 平面 (x) 上 。 
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zx 曲线 的 仿 射 法 线 x 落 在 xC(w) 上 ,因为 (4.11) 袁 明 
| (xuuxoy) = 0. 

基 此 ， 所 有 平行 曲线 (二 次 曲线 ) 的 中 心 都 在 平面 x(x) 上 . 
这 个 事实 表明 ， 所 有 平 <(z) 都 通过 各 平行 曲线 的 中 心 所 在 的 
定 直线 1， 很 显然 , 所 有 的 仿 射 曲面 法 线 都 和 直线 上 相交， 这 样 ， 
我 们 重新 获得 $2 中 的 结果 ， 

平行 曲线 (二 次 曲线 ) 都 相似 而 且 有 相似 的 位 置 。 这 是 因为 ， 
从 《4.11)， 得 知 : 各 条 ” 曲线 的 切线 沿 同一 条 x 曲线 都 相 会 于 直 
线 ! 上 的 一 个 定点 ,换言之 ,在 两 相 邻 平行 平面 上 的 两 条 二 次 曲线 
.是 神似 而 有 相似 位 置 的 . 


$ 6. 仿 射 旋转 面 的 拓 广 


根据 以 上 几 节 的 内 容 ， 现 在 我 们 将 仿 射 旋转 面 的 定义 从 另 一 
角度 《具体 地 说 ,从 Siiss 的 观点 ) 加 以 扩充 .首先 提出 这 样 的 问 
题 : ， 

设 一 个 曲面 上 有 共 斩 疯 的 二 系 曲 线 ， 其 中 沿 第 一 系 各 曲线 所 
” 引 曲 面 的 仿 射 法 线 相 会 于 一 点 ,而 第 二 系 曲 线 都 是 曲面 的 影 界 线 ， 
决定 这 种 曲面 ， 

问题 中 所 提 的 诸 优 射 法 线 的 交点 轨迹 ， 一 般 是 空间 曲线 。 特 
别 是 , 当 它 变 为 直线 时 ,所 求 的 盟 面 按照 Sass 就 是 仿 射 旋转 面 . 

曲面 的 二 系 共 斩 曲 线 显 然 是 它 的 仿 射 盟 率 线 ， 我 们 取 其 第 一 
系 曲线 为 x 曲线 ， 而 取 其 第 二 系 曲线 为 ”曲线 ,容易 证 明 : 第 一 


系 曲线 必须 是 曲面 和 其 包 络 锥 面 的 接触 线 。 
实际 上 ,从 
x+ay = ev), yx 一 专 x， 六 一 一 起 (6.1) 
得 出 


x (1 —E) + oy ~ 0 
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好 0， RI = a (6.2) 
又 拒 (6.1) 关 于 ”进行 微分 ， 
AN ”人 Qs 
< 中 
式 中 gf 一 2 一 由 于 仿 射 球面 是 除外 的 ,Ri 关 Ra 即 
je 考 04， 所 以 《6.3) 表明 : ,第 一 系 曲线 即 * 曲线 都 是 曲面 和 
其 包 络 锥 面 的 接触 曲线 ， 
有 从 上 述 证 明 , 我 们 得 出 一 种 概念 ,用 以 拓 广 仿 射 狂 面 为 更 一 般 
的 曲面 ， 在 其 上 存在 两 系 共 箔 曲线 ， 一 系 由 包 络 锥 面 的 接触 曲线 
折 组 成 ,而 另 一 系 则 由 影 界 线 所 组 成 。 
如 果 取 这 二 系 曲线 为 ws，” 曲线 ,所 求 曲面 的 方程 是 
一 exb 加 | pao) | 2 ( | sd) 2p 十 0), (6.4) 
式 中 由 一 由 (zy) 是 ”的 任何 函数 , 志和 如 分 别 单 狸 是 "和 2“ 的 
向 量 须 数 . 
和 仿 射 铸 面 祖 比 较 , 所 不 同 之 处 在 于 中 和 zy 都 不 附加 什么 条 
件 . 现在, 让 我 们 回 到 一 般 仿 射 旋转 面 的 讨论 ,而 首先 从 《6.3) 看 
出 它 是 属于 一 般 仿 射 铸 面 的 范畴 ， 
oR, EE | 
a zs ls 3 .x|， (6.5) 
式 中 Ri(z) 一 ca 
由 于 ” 曲线 是 影 办 线 、Ra: 一 Ra(v)， 而 且 比 较 (6.4) 和 (6.5) 
的 结果 是 


RR 
$9) RR — Ry 
EC) — RE—é Ce 
Ri 
我 们 从 (6.4) 算 出 


Li (XXuXy) 一 下 中 3， 


se TI5t 。 


M = (XKixs) = 0 N= (xyxXxs) = VA, 


Von(— {6dr), 
s=—(U', U, §— x), 人 
A=(§, U, §— x). 

仿 射 曲 商 论 中 的 基本 量具 有 有 下列 的 表示 : 

E = VB BA-M, F = 0, GC = VY BG As 


六 PV Ed B34 人 一 ] 作 { Bu 十 3 全 


式 中 已 令 


A= 


二 5 pl B34 A 中 2 _A4， 
B $V pn on A {36 + 全 十 3 名 和， 二 站 


C 一 一 一 1 yu 中 504 G-104 A 人 On 十 3 = 全。 已 
8 从 


D i 1 pV 中 5 办 于 314 | 3 中 十 $ 十 32 pw 全 "| 
8 中 全 六) 


众 陛 算出 Lo B,, B,, Cus 结 杂 如 下 : 
4, i 1 V4 BY B83 A 
8 


x|(-3 3 十 王 bg 38n5_ Li 会 人 一 2 Oln8 
4 4 Ov 4 Ov Ou 
oA) tnd 二 3 | 
Ou uOv ndv 
1 


B, =— Vt 中 O34 A-Vt 
8 


x [( 38+ + 301n5 BlnA 人) 一 三 二 
$ 全 


十 3 


Br az $ 
3 Qlns 1 BIn 2) + @ 一 ( 宇 ) 
十 二 一 一 一 3 由 十 生 
4 Ov 4 Ov 二 中 中 
2 :In8 -SA|, (6.9) 
十 3 ~ 
Or Br? 


了 一 一 1 Vt pb + A 
8 
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1% ,3 Oln6 LA ) ‘BlnA 
x| + 了 一 上 ainAi -anA 
(sr 下 4 Br . ”Bu 


+ 30In8\_ SinA 13 Snel 
Ou . 虽 zDz udv 
Ci 1 py $s A 8-14 
8 
x [二 外 dln8 十 3a<^) 二 3 azinA _ en2|. 
4 Ou Ou Bu? .Or 
2“ 曲线 是 仿 射 曲率 线 一 一 这 一 条 件 给 出 了 


A,—B+BOmnE-o. 
Du 全 
将 (6.9) 代 进 这 里 ,再 经 一 些 计 算 之 后 ,我 们 有 
in AD 1 8 A 日 过 ce 
名 + 十 怒 fs 全 村 习 in 号 -0 (610) 


如 前 所 述 ,我 们 从 第 二 条 件 已 经 得 到 R, 一 i 但 是 Ri 二 
RICv)， 所 以 9 一 8(v)， 这 里 


i 8 日 /2 
9 Bc [s. -ctca ns+s By ov/ 引 . 
将 (6.9) 代 进 右 边 , 我 们 又 得 到 


2 3 
89 {2)= 土生 ee 8 in 合十 全 0 ,ln 会} 


中 


| 


一 
ee 
| 
”~ 
各 从 入 
—% 


十 

| 一 S| el 
S 
中 


Sjo #| 
局) 
SS 


8 日 65 a’ 了 | 
rs = 6. 
Dn In ~ ri i (6€.11) 


综合 起 来 ， 为 了 出面 (6. 成 为 一 般 念 身 话 转 而, 夺 要 条 件 是: 
A 和 5 满足 微分 方程 组 (6.10) 和 (6.11). 
现在 ,我 们 把 上 述 理论 应 用 到 仿 墓 铸 画 去， 这 时 ， 
6 一 (qs 一 const), (6€.12) 
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它 是 单独 > 的 函数 ， ee 


ee BA Ei 
- A 一 一 0 ln We 二 0, 6.13 
Budy nm 4 Ov Vv’ ~ ( ) 


解 出 这 个 方程 ， 
和 A 一 ib + XCu))-, (6.14) 


式 中 ,x 表示 各 自 变数 的 任意 函数 ， 

从 (6.14) 和 和 的 定义 方程 (6.7); 我 们 可 以 断定 (参看 $4 末 段 》: 
A 必须 是 单独。 的 函数 . 

因此 ,我 们 证 明了 下 列 定理 : 

如 果 一 个 曲面 的 一 系 仿 射 曲率 线 在 平行 平面 上 ， 而 且 同 时 是 
曲面 和 其 包 络 锥 面 的 接触 曲线 , 那 末 曲 面 必须 是 仿 射 旋转 面 ， 

由 此 定理 和 (6.3) 还 有 一 个 推理 值得 一 提 的 : 

如 果 一 个 曲面 的 仿 射 法 线 沿 一 个 单 参 数 族 平行 平面 上 的 各 条 
曲面 曲线 都 相交 于 一 点 , 那 末 曲面 必须 是 仿 射 旋转 面 . 

同样 ,我 们 在 同一 基础 上 可 证 另 一 个 类 似 定理 : 

设 一 个 曲面 有 一 系 Darboux 曲线 是 仿 射 由 率 线 , 又 是 曲面 和 
其 包 结 锥 面 的 接触 曲线 ， 而 且 共 罗 的 Scgre 曲线 都 是 影 界线 ， 那 
未 ,曲面 必须 是 仿 射 旋转 面 ， 

证 明 ”如 前 选 定 x“。* 曲线 、 便 可 把 所 求 曲面 的 方程 写成 
(6.4)。 从 定理 的 假设 容易 看 由 《6.5) 一 (6.10)》 此 时 都 成 立 ， 可 是 
4 一 0， 所 以 从 (5.8) 得 出 


in = 0, (6.15) 
因此 
G6,=0 
这 样 一 来 ,基本 方程 
Kos GoXst (#)x, 一 Gy 


表明 ， 曲 面 的 仿 射 法 线 落 在 有 关 的 v 曲线 的 密切 平面 上 。 
在 这 场合 ,条 件 (6.10) 变 为 


9 154 9 


xinAs _ 一 0， (6.16) 


OnuBr 
解 (6.15) 和 (6.16) ,我们 全 获得 
= PY yn 
人 《637) 


6 = pv) plr) Vu), 
因为 Kx) 夫 0， 所 以 把 * 变换 为 | -we ， 使 得 


XCu) 
= PW og 3 6.18 
A rT 6 = pv pv) (6.18) 
从 此 有 
6,. =U"UE— x)=)0 
即 


(U” x UU):x,= 10. 
倘若 ”x UD 兰 04， 那 末 v 曲线 必 在 平面 上 ,于 是 y 也 必 
在 这 平面 ， 可 是 从 (6.4) 看 出 | 
CU” x UT) x = 0, 
于 是 x,、x,，y 是 共 平 面 ,而 产生 了 了 矛盾。 

因此 UV” x 好 一 0， 或 者 〈tP… UU ) 一 0， 就 是 x 曲线 
是 平面 曲线 ， 从 我 们 的 定义 立即 得 出 定理 ,证 毕 ， 

最 后 ,我 们 将 应 用 上 述 理论 ,借以 推导 Siss 的 主要 定理 : 

如 果 则 面 的 仿 射 法 线 都 和 定 直 线 相 交 ， 而 且 子 午 线 即 通过 定 
直线 的 平面 和 曲面 的 交 线 都 是 影 界线 ， 那 末 曲 面 必 须 是 伪 射 旋转 
面 . 

实际 上 ,如 前 采用 s，。" 曲线 (于 是 v 曲线 是 子午 线 ) ,我 位 容 
易 看 出 相当 于 (z) 的 曲线 ,此 时 是 一 条 直线 。 所 以 

ZV) pH) (6.19) 
式 中 。 是 v 的 函数 . 
可 是 ,(6.6); 给 出 
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或 者 , 按 (6.19) 改 写 它 ， 


利用 (6.1) 算 出 去， 我 们 有 


一 由 [1 一 二 1x， ory， 6.20)， 
6 4 人 总) + buy (6.20) 
另 一 方面 ,把 (6.4) 关 于 v 陆续 微分 两 次 之 后 ， 
fp g 
Xu 二 他 由 jz 士 中 gay， 


或 者 , 按 (6.20) 改 写 它 ， 


hm 


wa hhD 


ba 


Wn 


人 


Xu, = 从 — $+ gp 6 一 和 ) x, + hoa'y, 


所 以 我 们 终于 达到 
G = 0. 
阿 上 面 所 述 一 样 进 行 ,我 们 就 完成 定理 的 证 明 ， 


习题 和 定理 


. 设 仿 射 铸 面 [a, 上 ， 7] 的 了 线 在 平面 上 ,但 不 是 言 线 ， 决定 


向 量 (ua) 使 [ra 上 ,Li 十 四 和 [a,#,U] 互 为 仿 射 变形 . 


. 假定 了 线 是 直线 ,证 明 前 题 中 的 解 (wu) 有 无 限 多 ， 


设 一 个 仿 射 旋转 面 局 时 也 是 普通 旋转 面 ， 而 且 后 者 的 轴 平 行 
于 平行 平面 。 证 湖 这 种 曲面 必定 是 二 次 曲面 . 

如 果 一 个 仿 射 铸 面 的 子午 线 的 仿 射 主 法 线 和 同一 点 的 仿 射 曲 
面 法 线 重合 ,证 明 这 种 晶 面 必须 是 二 次 曲 列 ， 


. 设 了 是 仿 射 旋转 面 的 轴 上 一 点 到 曲面 在 这 点 的 急 平 面 的 耻 


离 ,而 且 天 是 Gauss 曲率 。 证 明 比 值 狼 : p+ 没 各 条 平行 曲线 
是 常数 ， 

按照 $3 最 后 定理 的 推导 方法 试 证 : ” 仿 射 旋转 面 的 平行 曲线 
都 是 二 次 曲线 ， 
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7. 证 明 仿 射 旋转 面 沿 各 条 平行 曲线 的 仿 射 法 线 相 会 于 其 轴 上 的 
一 个 定点 . 

8. 如 果 仿 射 铸 面 的 仿 射 法 线 沿 着 各 条 子午 线 都 相 会 于 一 点 证 
明 它 必须 是 仿 射 球面 ， 试 求 这 种 曲面 的 方程. 

9. 试 将 仿 射 铸 面 和 仿 射 旋转 面 的 理论 拓 广 到 高 维 仿 射 空间 的 超 
曲面 论 中 去 ， 《 苏 步 青 1929) 


mn 1S7 ， 


第 五 章 
仿 射 曲面 论 和 射影 曲面 论 间 的 若干 关系 


$ 1. 关于 规范 直线 都 成 为 仿 射 法 线 的 曲面 族 的 研究 


本 章 里 将 要 更 出 和 解决 的 问题 是 ; 

决定 所 有 这 样 的 曲面 ， 使 得 在 其 各 点 的 仿 射 法 线 常 重合 于 同 
一 点 的 Fubini 规范 束 中 的 某 一 规范 直线 ?. 

当 这 条 规范 直线 不 是 射影 法 线 时 ， 所 求 的 项 面 可 以 被 区 分 为 
两 大 类 ， 其 中 第 一 类 所 包括 的 曲面 的 方程 是 仅 通过 积分 而 可 以 表 
示 出 来 的 。 相 反 , 当 规 范 直线 是 射影 法 线 时 ,我 们 获得 一 族 仿 射 法 
线 与 射影 法 线 相 重 合 的 曲面 。 这 种 曲面 有 一 个 特征 。 Pick 不 变 
量 是 常数 ,而 有 旦 可 以 被 变换 为 同一 种 曲面 去 。 此 外 ,我 们 将 在 这 族 
中 决定 等 温 主 切 曲 面 , 就 是 常数 Pick 不 变量 的 等 温 主 切 曲面 ， 同 
第 一 类 曲面 相反 ,第 二 类 曲面 的 方程 可 由 有 限 项 获得 ， 而 无 需 积 
分 . 

我 们 运用 的 方法 主要 是 按照 仿 射 微分 几何 常用 的 坐标 系 ， 而 
招 规 范 直 线 的 方程 表达 出 来 ， 以 推导 所 求 曲面 应 满足 的 条 件 ， 为 
这 个 目的 , 我 们 借助 于 Cech 轴 和 Wilczynski 导线 的 几何 意义 来 
找寻 规范 直线 的 表示 。 因 为 后 者 和 前 两 者 都 在 同一 平面 即 规范 平 
面 上 . 

如 在 第 一 章 55 中 所 述 的 , 采用 曲面 x》 的 主 切 曲线 为 参数 
曲线 x,，v。 从 基本 方程 容易 求 出 Segre 曲线 在 x 点 的 密切 平面 


1) 参见 Fubini-Cech; GPD, 1. 155 一 156 页 ,，。 
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的 坐标 : 
人 x <) = ez (# 加) —e”B? 


(于 十 2) xs Xx x,) 十 2e> BF (x, X y) 


十 2sy BF (x, X 7y), (1.1) 
式 中 ， 如 第 一 章 55 那样 已 令 B 一 YD/4，s 一 V1 区 根 )， 
ree0,1,2., 
根据 Cech 的 定义 ， 这 三 密切 平面 相 会 于 x 点 的 Cech 轴 ， 
要 使 点 
2X 十 Do 十 了 


落 在 Cech 轴 上 ， 这 点 当然 要 在 三 个 平面 (1.1) 上 , 充 要 条 件 是 
gg 一 一 0 ln (2), 
2F Ov 8 
1 
in (FB). 
因此 ,曲面 在 x 点 的 Cech 轴 是 x 和 点 
加 是 全 ) x, 一 人 In(FB): x, +y (1.2) 
的 连 线 。 
现在 ， 我 们 将 按照 Bompiani 定理 【Boli. Unione Mar. ltal,, 
3《1924)] 求 进 Wilczynski 导线 上 的 一 点 ， 为 此 , 设 Pii(i,i 一 1， 
2) 是 曲面 (x) 的 Demoulin 四 边 形 的 顶点 , 那 末 P;; 的 坐标 是 ? 
| xiu 十 YisXs 十 iis 
式 中 iyj 二 1, 2; 


2; 
a We ee 
太一 一 22i 
”Hop;+2F’ 


1) 矣 了 巾 Blascshke: DG [I, 582. 


» 159. 


3 一 242  ， 
EF Hiaip,; 十 2F” 


D, 万 2 
EH. | ye 
(一 A A, YY ,24 
EH. + 各) i 
从 曲面 点 x 3 引 1 直线 ,使 与 二 直线 PuP» 和 PuPa 都 相交 ， 这 


样 的 直线 就 是 曲面 在 x 点 的 Wilczynski 导线 。 据 此 ， 我 们 由 上 
列 关 系 便 可 导出 这 条 导线 上 的 一 点 : 


一 一 - -一 - WW Dy (1.3) 
y sh 


4= 


从 (1.2) 和 (1.3), 我 们 终于 导出 曲面 在 * 点 的 规范 直线 六 上 
的 一 点 。 


到 二 去 六 m (全 ) x, ~ 二 县 nCFD). x, +y} 


让 {志和 in4 - x, i InD .x, + 
或 者 
1 8 * * 
es pr eT i rr eh 
(1.4) 
当 一 0， 大 一 一 1 或 《一 co 时， 我 们 得 到 Cech 连 、 
Wilczynski 导线 或 Fubini 规范 切线 上 的 一 点 ， 当 不 是 一 个 国定 党 
数 时 ,按照 (1.4) 就 能 决定 规范 线束 中 的 一 个 规范 直线 例如 ， 
1 表示 Fubini 射影 法 线 ，i-_} 表示 Green 楼 线 ,等 等. 
由 (1.3) 立 即 看 出 : 
只 有 仿 射 球面 才能 具备 其 Wiczynski 导线 都 成 为 仿 射 法 线 的 
性 质 ， 
下 文中 , 当 规 范 直线 ii 都 成 为 仿 射 法 线 时 , 称 曲面 为 属于 2% 
族 的 ， 根 据 这 定义 , 仿 射 球面 是 属于 3 族 的 曲面 。 以 下 , 我 们 
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把 直 纹 面 和 仿 射 球面 列 人 例外 。 
出 (1.4) 可 见 UC 了 Ce 


( F* | -0 8 )= 0 1.5 
Ov 4 条 k+1 门生 < 3 号 i 有 C195) 
或 者 写 为 
Ef), ~ plo). (1.6) 
A3t+t1 D3 A3 D3 到 天 十 1 


假定 太志 一 3， 那 末 , 我 们 可 把 *，” 变 换 , 使 得 
Ke) =1, plv) = 1. 


理由 如 下 采用 新 变数 # 一 |i(w)du，5 一 | bx(v) do， 于 是 我 
们 有 
4 一 4 D— Dlv), F ~ Fawn)balv). 
从 此 可 见 ,(1.6) 的 左 侧 分 别 被 乘 上 因子 
[gC] [492 和 人 


现在 ,我 们 仅 限 于 一 般 情 况 讨 论 问题 ,从 而 .上述 的 二 条 件 (1.6) 
变 成 
不 二 
A=D, F~A*,. (1.7) 


式 中 ,显然 已 除外 了 大 一 0 的 情况 ， 
问题 在 于 : 如 何 决 定 4 和 FF， 使 之 满足 曲面 基本 方程 的 可 积 
分 条 件 (参见 第 一 章 4$5(5.75))。 为 了 使 这 些 条 件 能 被 表达 为 合适 
的 方式 ,我 们 对 (1.7) 和 进行 改写 
4 一 卫 一 mk， 了 一 9 《1.8》 
这 些 方 程 立即 给 出 了 一 些 不 变量 5S、]、H 的 下 列表 示 : 
S 一 《和 十 19 (pp — Pups), 
了 一 p13, (1.9) 
五 一 《天 士 1) pi pepuo Paps) 一 gpa, 
将 (1.8) 和 (1.9) 代 进 可 积分 条 件 中 去 ,我 们 获得 偏 微 分 方程 组 : 


»lé6ls* 


让 


KI gpe +t Rm pppu— Rt 1) Pppon 
— RR— lpp 一 App — 3'ps = 0， 
RT Dp tT CR Ppp (K+ 199ogov 
— (RO— 1)pps — Rp pu 一 3949。 一 0. 
这 组 微分 方程 曾经 为 J. Kaucky [Rend. Accad. Lincei (VI), 
9(1929), 147 一 149 页 ] 所 研究 ,他 部 明了, 按 申 一 或 p33 产 gp 
之 不 同 而 可 把 这 组 的 解 区 分 为 两 类 。 Kaucky 的 结果 如 下 所 述 。 
关于 第 一 类 解 的 问题 ， 我 们 在 不 失去 一 般 性 之 下 可 以 假定 
qs 一 Ps， 以 致 9 一 p(w 十 .2)， 而 且 方 程 组 (1.10) 归 结 为 常 微 分 
方程 : 


(1.10) 


2(R + 1pe” —2k9p + (Ro—1)9" 
一 394 一 4 和 2 一 0， (1.11) 
式 中 4 是 任意 常数 ， 对 应 的 曲面 称 第 一 类 曲面 3， 和 而 它 的 方程 
是 仅 通 过 积分 而 求 得 的 。 我 们 在 下 节 将 阐明 这 一 事实 . 
至 于 第 二 类 解 的 癌 题 ， Kaucky 曾 将 方程 组 (1.10) 归结 为 下 
列 一 组 : 


us = ~— CPPrs } 112) 
po 一 一 C9u， 
(RK — 1)( pur — Pape) 
十 [十 De+ kc 3]gt= 0, (1.13) 
式 中 < 是 二 次 方程 
〔 开 十 1 十 3)cz 十 44c 一 12 一 0 {1.14) 
的 一 根 . 


当 息 一 1 时 ,(1.13) 恒 成 立 ,而 且 一 般 解 中 含有 柱 贺 函数 和 下 
个 任意 常数 ， 我 们 把 这 种 情况 暂时 除外 的 话 , 那 未 (1.12) 和 (1.13) 
这 一 组 的 解 则 取 值 如 下 : 


一 

c(t 十 v)’ (1 
本 Buv 

中 Ry le) 


ea I62。 


外 一 三 [Ce t+ o) + tle + 80) + then tt ev), (1.17) 


式 中 5(w) 表示 g; 二 0 即 等 调和 情况 的 Weierstrass 椭 贺 法 数 . 
剩 下 来 而 必须 讨论 的 多 二 1 和 二 一 1 两 个 场合 ， 将 在 下 文 
$§ 5 一 6 中 得 到 处 理 . 
现在 ,我 们 必须 讨论 上 文中 除外 的 场合 ,就 是 曲面 3"m》 了 的 情 
况 。 此 时 ,条 件 (1.5) 变 成 了 一 个 , 即 
] 一 4 nr. {1.18) 


换言之 : 
凡是 一 个 曲面 的 仿 射 法 线 重合 于 同一 点 的 射影 法 线 、 必 有 一 
个 特征 : ”Pick 不 变量 是 常数 ， 
这 种 直面 还 人 允许 变换 ， 使 之 变 为 同类 曲面 。 为 了 表明 这 一 事 
实 , 我 们 比如 采用 椭 况 弯曲 的 曲面 的 优 射 等 温 举 标 系 《az), 于 是 
E=G=A>0,F=0, 


C= —A, B=—D, 
2 (1.19) 
7 一 一 (A? 十 站)。 


设 (1.18) 中 的 常数 为 一 22?， 那 末 从 (1.19) 得 出 
4 一 acosa， 中 一 ed4asinc、 (1.20) 
将 这 些 基 本 量 表示 式 (1.19) 和 和 (1.20) 代 进 曲面 论 基本 方程 的 可 积 
分 条 件 ?中 去 , 便 获 得 4 和 吧 所 满足 的 微分 方程 组 : 
gcoso 一 四 sino 一 2aA(3A, 一 Am,) 
A 8 ER 中 lIn A Sln A 
Te Gh [4 | Bn |B jj 
年 sin 十 到 coso 一 一 244(34。 十 Aw,) 
一 本 .8 Pe +4 lnA | 


2 Ov Ba Gv’ 


(1.21) 


1) 其 凯 Blaschke; DG {I 
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式 中 已 令 
外 一 3(4 — Ay) ~ ACws — oo? + 200n0) 
— 4(Auwo, 十 Asw,), 
= 6 A, Tt A 一 ao 一 2osov) 
+ 4 CA 一 Avcw,). 
反 过 来 ,有 了 这 组 微分 方程 的 每 一 套 解 〈4,o)， 我 们 从 五 一 
G 一 ，F 二 0 和 (1.20) 便 可 决定 一 个 曲面 303。 


(1.22) 


$2. 第 一 类 曲面 5% 


在 这 个 场合 ,我 们 将 参数 x, ”变换 为 ec。 FP: 
a=w#+v, P=4u—vy, {2.1) 
,以 致 是 单独 “的 函数 ,而 县 满足 微分 方程 
2 有 十 1) pp ”一 289zg 二 (起 一 1) gp” 
一 394 一 gg92 一 0， (2.2) 


rr dp J dip 
式 中 9 2 J 


曲面 的 基本 方程 采取 下 列 形 式 : 


1 { | TY 
一 -一 一 十 1) 一 rx 十 一 ‘KD 
xu 了 1 《二 》 a 


x 一 一 了 人 侣 十 (二 人 加 } me， (2.3) 
1 
2 
yo = 一 区 十 pt pp gp )— pt 十 Rpttlp’} Xo, 
ys 一 —{(K+ pt gp —p)— pt — Rpttip’} xp. 
把 (2.3》) 关 于 a 积分 , 便 得 到 


Xs 一 exp [一 3 十 《 十 工 jz . £8), (2,5) 


Pp 1 
Xan 一 = 十 ! x -一 一 人 +Dy， 
Bp fs 人 》 9 2 > 


.9 
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x pt exo(—| wae) Kp) C025) 
现在 ,把 (2,3); 关 于 8 微分 ,而 且 用 (2.4);, 又 有 
xzpp 一 (十 1)99” 一 2K pz” 十 《外 一 1)9 一 39 人 xp， 
按 (2.2) 改 写 它 ， 
pos 一 十 ax， (2.6) 


至 于 向 量 函 数 8)， 我 们 可 通过 (2.5) 和 (2.6) 来 决定 ,这 是 由 于 
它 满足 微分 方程 


fF"(8) = 二 of(p). (2.7) 
因此 ，f(8) 可 被 表 成 如 下 : 
AP)= 2cf 十 cl 当 4~= 0 时 ; (2.8) 
fF(p) 一 pcoexp( np) 一 pc1exp( —18), 
当 e 一 482 盖 0 时 ; (2.9) 
f(8) 一 pcocos (18) — pe sin{ 48), 
当 a 一 一 4 之 0 时 ， (2.10) 


”这 样 ,我 们 得 出 
X= de exp (= 二 | waa) 。 [cpyap + ge), {2.11) 


式 中 g(a) 是 待定 的 “的 向 量 函 数 . 
现在 ,把 《2,3 关于 a 微分 ,而 且 用 (2.2) 和 (2. 4 进行 演算 。 这 
就 导致 下 列 方程 : 


Koan 一 二 | 一 3 + D 区 x — 7 Uk Do 


2 
十 29: 二 a} x (2.12) 
Ss 函数 
亚 一 g 一 二 ‘exp(— 5 | 9da | 《2.13) 


确实 满足 (2.12)， 为 了 导出 (2.12) 的 一 般 解 ,C2.11) 被 代 进 (2.12)， 
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结果 是 . g(a) 所 满足 的 微分 方程 


Bn 1 Pp rr 
gs ~ {3t+ eo}s 
— {Dy 十 28) 十 a} g'， (2.14) 
其 一 解 显然 是 . 外。 事实 上 , 它 的 一 般 解 是 
g(a) 一 gog 十 多 下 十 Bi， 《2.15 ) 


式 中 go，g1，g; 表示 三 个 常 向 量 ,而 且 
o— {pt Cre}en(—T{ {e+ C+ eae) 


。 fe ef 一 位 镶 十 rae). 
(2.16) 
为 了 改写 @ 为 较 简单 的 形式 , 令 


xz {p++rD Ee} 


、 一 13 4 站 
ep 人 | 世 P+ TT m1’) 《2.17》 
从 此 得 出 XCa) 所 满足 的 方程 
dlnX a 
da 2{97 + (+ Doe} 
在 推导 时 ,必须 考虑 到 (2.2)。 所 以 
ep ( 引 一 DY- de] (Ca: 常数 ) (2.19) 
从 而 , 当 a 不 等 于 0 时 ， 


o——2) {r+ Gt De 


(2.18) 


。 exp( 一 p+ FT (2.167， 
而 且 , 当 4 一 0 时 ， 1 
=— |{e 十 (RE 十 1) 2 | wda) 


+ 1l66" 


NI 


剩 下 的 问题 是 ， 决定 常 向 量 C0, ,C2 和 和 B081,82, 使 得 成 立 
x t+ x — {9 — C+ 1) Dl} *» 020) 
1” 4 二 0 的 场合 : 由 (2.17) 决 定 的 函数 X 变 为 常数 <， 我们 
按照 (2.8),C2.11),《2.15) 和 《2.20) 可 以 证 明 
Sg (221) 
因此 
r= rg 十 yet 一 了 gor， (2.22) 
式 中 
-=p Sp (= +| pda), 
y™ Bx, 


2 Pix -zwr+c+D 对 ge (2.23) 


“(一 十 | panj 人 (二 二 下 人 DR 0 
而 且 YP? 决定 于 方程 


pg (p49;* 常 数 ) 《2.24) 
J py” es 


特别 是 ,在 一 一 1 时 ,9 一 一 地 十 ,而且 曲 面 3”* 的 
方程 是 (参见 后 文 46) 
x at, y= wip, 2 一 o(7P2 一 30). (2.25) 
2 一 4 > 0 的 场合 : 我 们 用 (2.20》, 便 得 知 名 ~ 0， 而 
. 且 曲 面 3 决定 于 方程 


es 167 。 


和 


_K+1 1 
X= 2 exp (| gpda 十 8), 
友 寺 1 
yp ? exp (—2 | 一 np)， 
本 | 
z 一 je + +t DO 9 


ep( 一 人 + jac da. 


3° 4a 一 一 4p! 之 0 的 场合 我 们 也 可 导出 g; 一 0， 而 且 把 
曲面 3 的 方程 写成 


(2.26) 


x p22 二 | pas ) snpp， 
?一 由 本 exp( -二 | vee cos np, 


上 ss (2.27) 


“ol 一 村 Pjseje 
最 后 必须 指出 。 所 有 的 第 一 关 曲 面 2 都 属于 仿 射 放 转 面 


§3. 第 二 类 曲面 3 


我 们 在 本 节 和 下 一 节 里 专门 研究 第 二 类 曲面 Be (和 关 1)， 
而 特别 详 论 常 Pick 不 变量 的 主 切 等 温 曲面 ， 后 者 属于 3Cca 族 ， 
下 文中 将 以 $3 记 之 . 

在 一 般 的 场合 ,我 们 可 从 (1.9) 和 (1.13) 导 出 二 的 表示 


H= py, | (3.1) 
式 中 
(用 te | . 《3.2》 


是 常数 ， 所 以 第 二 类 曲面 3? 是 常 仿 射 平均 曲率 的 曲面 ， 
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下 文中 ， 我 们 将 利用 曲面 的 平面 坐标 下 的 基本 方程 。 在 所 
论 的 情况 下 , 它们 共有 下 列 形式 : 


下。 一 一 必 十 1 全 加 一 pK, — kp,X 
X= — pp eX, (3.3) 
x —qpX, = ,一 kps KX 


现在 ， 考 察 这 组 的 第 二 方程 , 它 是 一 个 Moutard 方程 。 如 果 
我 们 如 Moutard 所 做 过 的 那样 ?, 令 
人 jn do 太一 让 四 Fin 4od 二 


0 二 一 pp， 机 一 机 一 Budy ， BuBy ， 3 
As = A 一 全 in4o4 4o- 
GuByv 
那 示 从 (1.13) 就 有 
SR 网 K+ Dorke—3,, 和 
4 {=e+ i (a + D} oy. (3.4) 
常数 < 是 方程 、 
(下 十 1) (十 3) Rc 一 12=0 (3.5) 
的 一 根 ,或 者 按 契 十 1 关 0 或 十 3 关 0 的 假定 而 决定 于 
cc 一 -一 一 或 cc 一 一 6 
-ee | 下 十 3 
1” “一 : 方程 (3.4) 变 为 
De 2 
4 i (3.6) 
当 名 是 正 整 数 时 ， 
Ai:=0 


而 且 (3.3» 的 一 般 解 可 表 成 
X= UD+ AULD+t -AU + + AU 
FVO+tBVED+ -+ BV .+ BV, (3.7) 


1) Moutard, Journat de PEcole Polytechrnique, $3 cabier (1879). 
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式 中 吕 , 太 ，……，U 表示 的 性 意向 量 隙 数 和 其 多 阶 为 止 的 导 
函数 ,而 且 YY， 久 ，…，Y%) 表示 ”的 类 似 向 县 函数 ; 4，42， 

,A 各 B:，B;, ong Bi 者 是 # 和 v 的 这 样 一 些 蜀 数 ; 各 
光 数 是 可 由 ho， 如 ，-…， hi 的 逐次 导数 表示 出 来 的 《参考 | 
Moutard 的 前 引 论文 ， 或 Darboux: Legons sur la théorie générale 
des sutfaces， 潜 2 第 开 章 )。 


同样 , 当 多 是 负 整 数 时 ， 
Atk+1) 一 0 (3.8) 
而 且 间 题 的 一 般 解 具有 类 似 (3.7) 的 表示 。 | 
re 

2 二 在 这 场合 ,(3.4) 变 为 
A, = < 二 3) 一 9n(n 十 1 人 3.9 
K+ 

如 果 大 是 具有 形式 3m 的 正 或 负 整 数 , 那 末 
4 mm0 或 4 一 0 《3.10) 


-在 这 些 情况 下 ,我 们 也 可 以 在 形式 43.7 ) 之 下 推导 出 一 般 解 来 。 

把 上 述 的 求解 法 应 用 到 曲面 2? 的 场合 , 目的 在 于 : 决定 
这 种 曲面 的 方程 。 第 一 类 曲面 3"? 是 平凡 而 不 需要 男 作 讨 论 的 ， 
两 为 我 们 只 要 在 前 节 中 令 《一 一 3 就 可 以 了 。 所 以 这 里 仅 限于 
第 二 类 曲面 223 的 研究 。 

当 不 一 一 3 了 ,方程 (3.5) 给 出 了 c= 一 1， 于 是 


3 


pe (3.11) 
而 且 (1.12) 和 (人 (1.13) 变 为 
Pau 一 po Pro 一 PPus , (3.12) 
Ppuv 一 pups 一 pi (3.13) 
微分 方程 组 (3.3) 现 取 下 列 形式 : 


e 17D 


X,, 一 2 eX, a px, 十 3 用 ， 


X= 多 在， (3.14) 
X,, 一 —pX, + 2 ee X, + 39.X; 

而 且 

A tg (3.15) 
这 样 ,我 们 对 于 Moutard 方程 

X= 三 px (03.16) 

便 有 
如 一 二 yp', Ai— pr, A 0. (3.17) 


因此 ,(3.16 ) 的 一 般 解 具有 类 型 (3.7)。 事 实 上 ， 


=U + “Bln MA 了 产 + [2 a Bln 4n de4 | U 
Dr ew Ou Bu 


2 din A?A 站 lnA 
十 V+ RA +) 
‘Ov | 6 


! Al 十 ln Ap in AoAll } VV 
v 


Ov 27 
(3.18) 
根据 (3.17) 和 (3.12) 化 简 最 后 方程 ,我 们 有 


X= +6 PU + 4 +(e)}vu 
二 VV 十 和 十 | 9。 十 (各)] V. (3.19) 


剩 下 的 问题 是 如 何 决定 (3.19) 中 的 向 量 函数 UU 和 W， 使 得 
组 (3.14) 中 的 其 余 方程 都 成 立 ， 为 此 , 我 们 利用 到 如 下 的 一 些 来 
让 (3.12) 和 (3.13) 的 关系 式 ; 


*l7i1+ 


(3). -P.-E 0 
(9),-"- (9 


如 果 按 (3.19) 算 出 关 。,、X,， 关 ss， 关 。。 本 
第 三 方程 , 那 末 我 们 得 到 


7 十 4 + {139, —20 (2 )} 
| + (5 —20 Dupe ) Ur + {lop'p. 60 wpe 
十 40( 时 hs Utr vv” 和 + 3p; wise 
-20 时)V + (了 pt 一 20 -时 )V 一 0， 
He VD PV A 0 
宇 (sr —20-2u9.) V+ om， 人 
+ 40( 包 “了 + 十 39 i 
20 加 )U + 人 一 2 合力 = 0 
然而 ,这 二 方程 中 之 一 可 从 其 他 一 个 被 推导 出 来 ， 实 际 上 ， 
HD, -en). (3.22) 


为 了 求 得 上 或 V Ne 我 们 必须 将 (1) 或 (17) 
分 别 关 于 “ 或 ”微分 ;而 首先 作出 


也 人 (0 =-。 (3.23) 


9 177. 


-2 -iB{y, 一 2( 名 Y= Un Um 
+ 人 总 一 28 二 (全 jv I 
一 60 50 

和 $9 人 


和 ev + 六- 5 全) + 10p 一 120 了 2 时 


+ 280 (vs 一 200 二 1 (2 ) 上 《3.23y 
从 (3.20) 容 易 看 出 
已 jw， -2 )} = we 一 4 各 ,二 0 (324) 


所 以 (3.23》 的 左边 单独 是 vz 的 函数 . 全 这 方程 
壮志 二手 | 外 
再 也 不 含有 了 了. 这样 ,我 们 获得 
Un +20 {e。 过 (2)] Um + 50 全 qi 3 Pup 
DAA 
十 3 全 gp, — v8) — 60 PE + 20g, (2) 
~—16 ()} U +20{ 3pg.0, + 4 t+ Lo 
+ 54p( 2 六 2 一 6 由 一 1209。 (>) 
+ 80 (Pe “vu 0. (3.25) 
考虑 到 
a(#) = pO—2 (2) (3.26) 
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单独 是 # 的 函数, 我们 有 


G3x 全 pe 3 | 
2 
2 2 PP PP q 中 PP 
5 

+ 
dig | 1 a 3? 
一 -一 一 31 一 3929 op。 十 4g3 十 一 ‘+ ssp (Ln)( Pe) 
gudt PP Pu 8 P 四 四 


“\4 6 
一 6 :一 12o( 2 .30( 生 站. 
外 多 


因此 ,方程 (3.25 ) 变 为 
Un 十 20z Um 50 dz Ut 80 UU 
dt 3 dw 
ix 20 d's | 
一 10 一 一 一 一 ”7 一 0，. 3.27 
dw v 3 dut 《 ) 


如 果 我 们 出 发 于 方程 (11) 以 代 方 程 (1), 那 末 就 得 到 关于 
的 一 个 类 似 (3.27) 的 方程 ,只 是 以 ce 代 zz, 以 六 代 女 ,和 以 
wm 2 PY 
zs(v) 一 ps 让 全 ) 


代 xx) 就 可 以 了 ， 
这 样 一 来 ,一 般 解 乙 和 站 必 有 具备 下 列 形式 : 


6 
U~ ie V= DeD, 
i=1 


式 中 常 向 量 c; 和 ci (i 一 1, 2，…，6) 是 根据 (3.21) 之 一 必须 
成 立 这 一 条 件 来 决定 的 。 于 是 (3.19) 便 是 所 求 曲 面 ~ 的 平面 
坐标 . 

我 们 将 在 下 一 节 ($4) 研究 (3.27) 的 一 般 解 ,但 是 在 这 之 前 需 
要 着 为 决定 任何 常数 向 量 的 若 于 关系 ， 方程 (3.27) 具 有 下 列 的 第 
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一 积分 方程 : 
UD + 20 2 UU” 小 ys [#4 


—10 了 za 太一 2 Za) Ue (3.28) 
同样 ,我 们 有 
VO 20 ZV + 302Z C0) WV 
也 ZrCe)W Su 全 2Z”"(vV = ec. (3.29) 
首先 ,我 们 将 证 
cs 一 Co, 


为 此 ， 我 们 从 《7)， (3.23) 和 (3,28) 消去 VW 和 Cr ， 结 
果 是 : 


了 7 二 一 中 7 + 人 Pp —3 3 weer) 十 10 (2 Pp 
4 Pp p’ 


一 及 )v 十 1 一 5ew 十 20 (2 )9, } Ut+e, 


2 
二 直入 证 +(iw — 3 Pepe jw + 10( 2 Pps 
: Pp 


9 
—%)V V + 二 -5 gp + 20 (Pe =] mv 一 0 
{3.30) 
另 一 方面 ,如 果 我 们 从 《11),(3.29) 和 
在 名 司 (1D|=0 


消去 VY 和 WV", 那 末 就 得 到 和 (3.30) 一 致 的 方程 ,只 要 以 es 代 
cs 和 的话。 可 是 这 二 方程 同时 成 立 , 所 以 ce 一 ce 
此 外 ， ee 


过 到 CD ~ (1), 49- (3.31) 
p, 6 gw 站 


or 下 :方程 (3.30) 可 以 取代 (17 或 (17) 了 。 


17 。 


$ 4 主 切 等 温 曲 面 2” 的 表示 


本 节 里 , 将 找 出 U 或 V 在 各 场合 下 的 表示 。 首先 ,我 们 考 
察 (1.15) (< 一 一 1) 的 场合 : 


9 一 (4.1) 
容易 看 出 ， 
s(#) = sv) = 0.、 
而 且 (3.27) 变 为 
Fr 0. (4.2) 
所 以 
U= q+ an + a 十 ai + a + aos (4.3) 
而 且 同 祥 
Varstavtaptartiar ta, (4.4) 


式 中 & 和 e (i 一 1,2,-…,6) 是 常 向 量 。 把 (4.3) 和 (4.4) 代 
人 (71), 《I7) 中 的 一 个 方程 , 便 有 
ai 一 al， 人 一 一 0 一 中， 一 一 0 《4.5) 
所 以 
UU= a + qut + a + a + Aasu + Ae, 
Va — a a — aw + Av + os, } 
因此 , 按 (3.19) 便 可 把 关 的 表示 求 出 来 . 
实际 上 ,我 们 有 : 
a 的 系数 二 2 (w 十 v》， 
3 0 


Gas 的 系数 二 6 一 一 一 


(4.6) 


eT Cy 
a 的 系数 一 一 i 
的 系数 一 12 二- 可 
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as 的 系数 一 12 


所 以 最 后 我 们 获得 一 般 解 : 
天 一 etX1 十 C2X2 十 Ca3X3， (4.7) 


1 
(ut+ vy 


式 中 


42 一 Cr oy (4.8) 
1 
各 (ut vy 
这 些 就 是 曲面 23 在 本 场 台 的 方程 。 
这 个 曲面 的 点 坐标 是 通过 Lelieuvre 公式 而 被 导出 的 ,它们 采 
取 如 下 的 形式 : 


x KV, x Wu (4.9) 


《zz 十 ga 

或 者 | 
1 xi™= ps x 3{m fF) 一 4ag. {4.97 
一 系 Darboux 曲线 都 是 二 次 曲线 ,而 且 在 平行 平面 x 二 const 

上 ， 对 应 系 的 Segre 曲线 则 在 平行 平面 x 二 const 上 . 
其 次 ， 我们 转 到 第 二 种 情况 《1.16)(¢ 一 一 1) 的 讨论 ， 此 


p=—6 ee 《4.10) 
和 gfKa) 一 一 2 str) 一 人 2 
a2” er 
方程 (3.27) 变 为 


Uv 一 40 工 trm 4 200 pp — 320 087 
入 a 
10 p10 0 m0. (4.12) 
和 ws 
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滞 前 一 情况 一 样 ， 我 们 由 此 求 出 ,而 且 间 样 求 出 V， 并 
经 过 它们 在 (3.21)! 的 代入 ,结果 是 ; 


U = au 十 aoa-1 a + Aye 十 As lh + qs, 
V= a 十 a 一 G3g2 + a’ + Asv’ Inv 一 Go8. 


如 果 把 这 些 表 示 代 进 (3.19), 我 们 便 获得 居 的 表示 ,其 中 


} 4.13) 


108 _ 
a 的 系数 一 CR 十 5 


108 
(Ww 十 归 7 
ca，9a3 的 系数 部 一 0， 


5443t 民 旨 一 v3) 


as 的 系数 一 一 一 个 3 


ai 的 系数 一 


{1 2) 
RE LL S43 3) 
ei 的 系数 一 2 二， 
nz 182 一 本) 下 
as 的 系数 一 一 3 {2 ri 
Ww 10up3 + 
- 好 十 妨 | 
as 的 系数 一 0。 
这 样 ， 瑟 的 最 终 表示 完全 被 确定 为 下 列 形式 : 
x i CIXT 十 CX 十 C3X3s {4.14) 
式 中 已 令 
1 
MT 
3y3( 13 一 3) 
Xi DT (4.15) 
e100 to lA) 半 
Xs 泊 忆 剖 2 十 (ze 十 By In ey 


或 者 ,网 ee 一 引诱 一 0 
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XI = (a+ 8)™, 
Xi = ofla — Bo +t B)™, 
RK3—= (gl — 1008 + Po + BY (4.16) 


十 6ap(a 一 8)(e 十 Bln 、 


我 们 通过 Lalieuvre 公式 而 导出 曲面 在 点 坐标 下 的 表示 : 

Xi 一 op, 

r= (~ pet Bp +20p (a 十 B) 六 ?ln 3 (4.17) 

x3 = afla + BY. 

最 后 ,我 们 必须 处 理 剩 下 的 情形 , 即 ， 
中 一 一 2[exo 十 em 十 2xzz]， (4.18) 


式 中 已 令 
t= uv, n= ent ey x eH gv (4.19) 
而 且 $ 表示 gz ~ 0 的 查 翅 函数 。 
为 了 算出 函数 


z(#) = po 一 2 (2), 


我 们 用 到 下 列 一 些 表示 : 
Pu = 2 {xo Ebr 十 = 加 xz， 
,一 了 {xo 十 g 的 x 十 52 名 zx， 
Be Prot ers + Ex 


y Cxo 十 xl 十 Gx 
ge ~ ,Pro EP + EPxy 
中 za 十 tt 十 GX 


其 中 和 以 后 ，@ 表示 Weierstras 入 圆 通 数 ， 于 是 


sp Pt ern 十 pa 
zm) :ps 十 多 和 十 efx pe fi 十 上 


、(4.20) 
司 是 ,这 个 慌 示 与 无关, 所 以 不 妨 把 其 中 的 > 等 于 wx 而 获得 
= 一 -一 Pa 
2{#) = 6 2(5") 所 《4.21) 
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此 时 ,方程 (3.28) 变 为 一 个 Picard 方程 3: 
LU)= Un"+ 40 B Pp 一 区) } U”+ so —9g" 


je -era 的 -的 je 
到 160{278 Y' 一 5 人) + (多) U = ce,. 
(4.22) 
这 里 和 下 文中 , 除 有 声明 的 而 外 ,变数 2 均 不 书写 进去 . 
现在 ， 我们 要 来 积分 上 烈 方程 ， 在 一 0 的 领域 里 ， 由 于 
外 二 0， 我 们 有 


二 :十 > ca 82 
倘若 能 够 求 得 一 三 训 和 0 使 得 它 除 了 * 一 0 这 个 2 
重 极 点 以 外 ,没有 其 他 的 极点 并 且 当 L(V;) 在 zx 一 0 的 邻 域 被 展 
开 为 zx 的 级 数 时 ， 它 包含 * 的 10 二 2m 以 上 的 办 的 话 ，U; 便 是 
(422 ) 的 补 余 积分 。 这 是 因为, 函数 
Pt"LCDU,) 
此 时 可 以 展开 成 为 正 整 (之 1) 寡 的 级 数 而 且 没 有 任何 极点 ; 根据 
Liouville 定理 多 "ZU) 必须 是 常数 ,于 是 等 于 0， 
按 些 法 我 们 获得 下 列 五 个 补 余 积分 
i de i 名 本 
Di 一 ’, U, 多 > Us BP Us FE Us pe (4.23) 
这 些 积分 组 成 的 Wronski 行列 式 
UD UID UD UY Vu 
ur UU” VU” UU” VU” 
Am| Ur UY Us UU" Us | 一 一 27 .30, (4.24) 
Di UU UW UD, 
Ut 0; U; U, Us 


1) E. Picard, Sur les équations differentielles linéares A coefficients double- 
ment périodiques. Creties Journ., M0 (1881), 281 一 302 页 。 
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所 以 这 些 积分 是 线性 无 关 的 ， 
设 A, 是 US 四) 在 人 中 的 余 因 于 ， 其 中 + = 二 1, 2, 3, 4, 5; 
那 末 


-+ -的 | 


tA 人 (条 ) 一 一 (中 《425) 


4 7 
Ai, 一 2 
和 
Ba 和 
A- 一 2 3 人 了 让 
所 以 (4.22) 的 特殊 积分 是 " 


2 S30, [aan (= eid 


P 一 了 


令 . 
一 | "udu. 
从 (4.24) 和 (4.25) 便 有 
ph el 一 各: 工 
+ + 38 于) 三， 
_6 83 
+ (一 点 十 昌 J (4.26) 
利用 有 关于 积分 J] 的 已 知 公 式 ?”, 就 可 导出 
3837-4 一 十 67-~i (4.27) 
和 


1》 枫 如 大 著 A，R. Farsyth、 A Treatise on Ditferential Equations, Sth ed. 
London 1921，129 页 . 

2) 例如 参考 Tannery-Molk，Fonctions cJliptiqgues， 着 [V， 巴黎 1902 年 版 ，109 
一 110 页 . 


wm 81 


人 
一 83 


式 中 wm 是 PPw 的 一 个 零点 ， 
从 (4.26),(4.27) 和 (4.28) 得 到 


: U, 一 (ng 一 1 十 也 一 二 十 < 


和 2 383 人 
B32 2 
+ 人 (本 入 区 村 ) 六 . 


Us Bi 十 (eg 一 2 一 二 的 全 ， (4.29) 


因此 ,我 们 获得 (4.22) 的 一 般 解 : 
U=eU+t+eU teU 十 ed 十 es 十 cs (4.30) 
而 且 向 样 
V=ceVi+eV teVi t+oV + eVs 十 es (4.31) 
式 中 已 令 
V;= U(v) (4.32) 
而 且 ciy，e' 都 是 任意 常 向 量 . 

同 前 二 情形 一 样 ， 我 们 还 必须 决定 这 些 cr 和 ct 使 之 满足 
(7) 与 (71) [ 见 (3.21)] 中 的 一 个 方程 。 但 是 由 (3.22) 和 (3.23) 
又 可 看 出 ， 《1) 可 由 (3.23') 加 以 推导 .可 是 《3.23”) 的 右边 因为 
《3. 3 RAE Te v 的 立 数 ,所 以 我 们 对 《323) 中 的 < 一 ，， 
而 导出 


2 0 0 

ls i 2 () 
se ae 

一 和 时 0) + 10 80)| U0) 一 5| 3 多 (7) 
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二 二 他 

go Ue) + 15|39v 一 名 E>(s) : 人 ) 
By 1 YP, Po 

+ 十 如 () ee (2) 0, 

(4.33) 


这 里 8 表示 一 个 数字 常数 . 

设 由 (4.30) 和 《4.31) 给 定 的 吕 和 V 被 代 人 于 (4.33), 其 结果 
是 : 

St 


A ci 外 Po(») — 3 )= = 0, 


i 3 
由 此 可 见 : 
CO 0 C= —0, Cm el Co, 
因而 
Ur ap + os i Tc et 二 ei + Uol434) 
区 一 一己 各? 一 心 人 C3 i 十 eB " + cs $Y te 4 35) 
式 中 
1 Pn 2 20 1 
Us gi ln Wa 二 区 Be P a) 
dz — to) 
| In ete) ed 十 28 sm|， (4.36) 
~ Pv B22 20 1 
Vs i po pi 中 7 一 
.[ 1, 09 一 9 
| ET 证 ij. {4.37) 


现在 ， 我 们 巨 经 到 达 具 体 写 出 曲面 5 在 最 后 情况 下 的 方 
程 的 阶段 了 . 
由 于 中 一 0， 必须 成 立 9 


1》 了 alphen，konctions ciptigquss， 千 [, 巴 歼 1886 年 版 ，82 页 。 


a 3 。 


名 (gx)] = efu, Pe) 一 8 和 2 和 (sz 一 (elu) 一 WH, 


se 定 的 ?的 表示 , 按 这 些 关 系 化 简 而 成 为 
p= —12 | 
名 十 go 
从 此 得 到 
一 
Pp Pub'nt fo) > 
Pr oo Puy 2 8 
9 Pv P's 十 加) . 
go 十 (ee =~ 2(2f'n 十 6gy Wnt 
十 20 各 各 各 3 一 $f u's— oP uy 
2g) {Pn Wn 十 Pv 
和 关于 9。 + (加) 的 类 似 表示 . 
念 


(ED 门 一 Er 十 6 tr 十 4|w.+ + (名 】 U, 


VV Pe Poy 
L(V)—V +56 V +4|p. + (加 川 ~， 
且 因 此, 大 可 吉成 
X= LU)+ L(V). 
经 过 相当 长 演算 后 ,我 们 有 


12 
EUR (P'su + Fv) 


+ Py) ~ 3g38 ul’'y + 283}, 


{2463w 3 一 6gs( 名 天 


了 34py 
(去 )= (Pu Po 
+ 4 n+) 158 up’y + 3g 
(PP'u 十 WP'o) 
1 WE > 
以 (f'n 十 名 "7 


9 184. 


(4.38) 


(4.39) 


(4.40) 


[a fu— Pw fv 4,41 

(pe) 215 hr ey Ct41) 
ga Pw 一 xy 

4 2167 py 


名 2 一 如 
ej)— 21 a a 
L (UY) 6 7a +- fv) ln fu 


ee + tc 人 (起 


2 (> ER ZZ) .| | 

我 们 从 (434) 和 (4.35) 到 (3.19) 的 代入 而 得 出 

=eY teYt CY 十 cty4 十 (cs 一 c) Y5 十 coys， 
式 中 每 个 Y， 可 从 (4.41} 求 得 。 实际 上 ， 

Y= LW) — L(Y) ~ 0, 

" ”区 

A 
+ 

"0 - cl : 网 1160 二 


一 二 216 名 2 一 和 Be (4.42) 
L(Us) + L(Ve) 216 yg 于 多 


fw 一 Wy 


一 36 .383 十 gz 
gx Put P'v) 


| 
ga ut Py) 
x (Jo + Tv)) 一 
十 fw 2)). 
因此 ，X* 的 最 终 表示 是 
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(Rai po Pi -ala) 
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~ oe fete eo Put Ye (4.43) 
ep ; 


曲面 2? 在 这 种 场合 的 方程 采取 下 列 形式 : 
Pu— Pv 到 名 pe i v 
人 fst vy 3 (Put Po Ye 
式 中 Ye 决定 于 (4.42. 
综合 上 一 节 和 本 节 所 述 ,我 们 获得 下 列 定理 : 
第 二 类 曲面 3~》” 共 分 为 三 个 类 型 ， 它们 由 平面 坐标 表示 的 
方程 如 下 : 


Xi= (w+ 02), 
类 型 re 
ns 
类 型 五 六 全 
Xs 一 lu to 2 


本 


wy Curvy "vo 


区 3 一 


类 型 II yw wy 
” (fut Pv) 
X33 = Ye 


Ga 1) 和 (3.11) 还 吉明 : 人 
和 常数 的 Pick 不 变 最 ， 


§5、 骨 面 3 


第 一 类 曲面 32 的 表示 已 见于 52 中 的 方程 (2.23),(2.26) 或 
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(2.27), 只 要 令 其 中 的 一 1， 并 使 9 满足 
4p9” 一 2929 一 39 —apg = 0, (5.1) 
这 里 中 一 pa)，9 一 Sp 等 而 且 a 一 # 十 v， 


另 一 方面 ,如 $1 所 示 , 关 于 第 二 类 曲面 3 的 函数 9 则 决定 
于 下 列 方程 组 : 


. Pun ry 5 中 中 wy } (5.2) 
Prr 一 一 了 rs 
式 中 2c? 十 cc 一 3 一 0， 到 “一 工 蕊 一 了 
令 
和 
以 致 
x 和 = a 一 于 一 ! 二 村 一 ? 
| A=D $F 5 ps (5.4) 
那 末 我 们 有 Cech 的 微分 方程 组 9: 
pas 一 3 多 由 
pes 一 3p,. } (a0) 


这 组 方程 的 解 有 如 下 的 六 种 : 
i? 4 一 一 3 {exo a0) + En + 4) + Ex + 4a)], 


2? 由 一 一 & [cota(xo 十 ao 十 cotaz + om) 
十 cot afxs 十 ez)]， 


3” 4 一 一 人 |- 一 一 + 一 上 一 二 一 | 


?3 
Xo gp 好 十 本 和 十 天 


49 由 一 一 3 eol« 十 2)， 


1) 参考 F-&: GPD [，1062 一 165 页 ， 
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6°% 由 一 consty 
式 中 知 一 站 十 0， 为 一 8 十 sg 一 24 十 sg ae 9 都 是 常 - 
数 ，3a 一 0， 而 且 “ 表示 Weierstrass 和 的 本数 . 

以 下 ,对 应 于 这 些 解 的 曲面 32 将 分 别 记 作 323 (i 二 1, 2， 
… 6)， 而 且 按 “ 一 1 或 一 之 不 同 区 分 为 两 种 类 型 . 

在 380，3，3 三 个 场合 ,中 单独 是 # 十 ”的 项 数 , 因此， 
它们 也 可 看 作 第 一 类 曲面 39, 而 可 由 $2 的 方程 表示 ， 例 如 ， 取 
c ~ 1， 便 有 : 


BED, xxxs = const; 
41 一 日 


了 9: Y2 一 0 


bp 8 


这 些 都 属于 (2.23) 类 型 , 其 中 39 的 参数 a, 8 与 主 切 参数 w,v 


之 间 有 着 关系 : 二 
a sec(utv), p= exp (V 3 (uO—v)). 


所 以 我 们 仅 须 讨论 前 三 种 3，2，29, 
在 分 类 讨论 之 前 , 按照 (5.4) 写 出 曲面 3* 的 基本 方程 为 下 


列 形式 : 
3 Xs > bX» 


E (5.6) 


如 
og 了 


3 中 
as 一 一 -一 一 2 一 Xs 
区 wy 四 中 Xu 由 


» 1188. 


-一 dz 
,二 一 Hx, 27 a xv 


(5.7) 
3 一 27 bx, — Hx,, 
式 中 
一 18 工 ja — B81 5.8 
H ls ing 4 时 《5.8) 
如 把 *，” 变换 为 新 参数 
Ca 一 # 十 zy P= ~—y, (5.9) 
则 (5.6) 和 (5.7) 变 为 
—— {26+ bx + 5 y, 
2 26+ 4 )= p18 
= {3 Bey _ bs . I 
CE 人 由 be x 8 Xas 《 ) 
一 (3 细 — Yer ro »,. 
Xps 全 中 十 be x pe Im’ 
TN 
(IT) 
2 
Jp 一 一 Spox, — (H+ 和) x, 
而 且 (5.5) 变 为 
3 
ap = 一 一 中 0 
Ha 2 | (5.10) 
[1 十 Psa 5 3p, 


组 (1) 中 的 第 二 方程 是 一 个 拉 普 拉 斯 方程 , 它 有 了 两 个 Laplace- 
Darboux 不 变量 ; 


3 . 
i 5 
《一 一 了 (2 + oc) 

25 


由 此 可 得 


s。 139 。 


ea 3 
ar 太一 一 一 5.12 
Ou0p a 2 ee ( 1 


所 以 
i 
i BaBp 
这 表示 了 第 一 拉 普 拉 斯 变换 的 不 变量 中 有 一 个 等 于 零 ， 所 以 所 求 ， 
的 解 可 以 表 成 ? 


x c(A+ | Beep) 丰 ci 于 js 和 ap 
实际 上 ,我 们 获得 
x 一 下 十 farem 2| wan) 28 


~ zs {x +)Y 2 (wnex (2 wn))zel, 
(5.14) 
式 中 天 和 了 分 别 是 和 8 的 向量 函数 而 且 X’ 一 人 


现在 的 问题 是 如 何 确定 天 和 了 ,使 得 由 (5.14) 给 定 的 x 能 
满足 方程 组 (1)、 为 此 目的 ,我 们 对 (I) 的 第 三 方程 先行 关于 8 的 
微分 , 那 末 从 〈 开 ) 的 第 二 方程 便 导出 


(EY) A 


ja 太一 0.。 (S13 


一 3 学 x 一 让 (1 一 人) ex, 
其 中 ,来 项 技 e = 1 或 一 一 之 不 同 而 等 于 或 不 等 于 0, 所 以 我 
们 必须 区 分 这 些 不 同 的 情况 。 
1. ce 一 1 的 场合 
此 时 ,方程 (E). 变 为 


1) G. Darboux; Legons sur la théorie generale des surfaccs， 逢 2，33 页 。 
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(E). xppp 一 {-2w+ pt 3 2 Zo) 53 exes. 


令 XxX 一 yn， 我 们 容易 验证 * 满 足 (5)1， 实 际 上 ， 
X= — se, Ko = — be 4 2, 


a 史 
(5.15) 
9 Jude ps op 
Kens = hh 一 -一 一 8 十 和- 站 一 6 一 
4 人 % 2 和 久 g pt 


在 推导 中 ,利用 了 从 (5.10) 演 算出 来 的 等 式 


9 bop 
2 时 


把 (5.15) 代 人 (EN 以 在 xs，xpp， xpopp， 便 可 者 出 两 边 相 等 。 
另外 ,从 (5.10) 还 可 导出 关系 


| (a exp (这 | gar)) ~ 3 ep (二 | 4aa)， (5.16) 
并 用 之 以 收 写 (5.14): 
天 吓 居 于 | renmee (三 | gda) ap 一 人 pix 


Popp > 字 Pps. 


一 的 | 76 exp (之 | bdo) dB. G147 
在 所 论 的 场合 ,(5.14》 变 为 
ea A (2 | bda) dp — J lx 


— | Yewn ep (2 3) waa) dp. (5.17) 
从 此 经 过 关于 8 的 逐 阶 微分 而 导出 


x -全 全 十 |>ewamem{ 《9 一 )s， 


| 


yan je Dag 
pn 


i Nb jw 


总 -位 XX: + fen cp 人 


ea19TJe | 


Xpp 一 -位 x 十 jewz ‘exp (2 | bda) ap] (Pgs 


一 了 0)ppexp ( 生 | san) 


不 oe one (3| sdaj 
然后 代 人 《EX 并 落 谍 到 #7 是 《EN 的 一 个 解 ,我 们 便 获 得 


证 三 [asia| Y, (5.18) 


可 是 由 (5.10 ) 得 到 


2 {So 4 ai- au — bust + 26, 
Ba ‘gs Ys 二 


ee $2 (bes 十 Ee 一 0， 
所 以 (5.18) 的 解 了 决定 于 方程 
也 一 bpi'exp (| sda) 


即 
PalYexp | dac) 一 55， 《5.19 
式 中 和 表示 任意 常 向 量 . 
把 最 后 关系 代入 (5.17) 而 政 写 为 
~ pb/{’ 28. gap 
x 人 二 | se2 ) 十 天 一 LR (5.20) 
或 写 为 ; 
xX 一 bof 十 站 : (5.20) 
这 里 已 令 . 
sadp 1 (pap 
Po 
, ee 名 的 (5.20)” 
元 一 居 一 一 有 大。 
3 中 
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元 一 a x 
3 峭 
充 。 和 十 十 三 加) 和 
这 Ps 2 当 )X， 


是 pp 一 SY 一 . 芭 ) XX; 


(5.21) 


太一 G3 十 的 Wap _ 3 让 ap, 


2 经 儿 + 人 (3 十 2 0 (5.22) 
" 血 让 四 -部 oa + 2 + 9 gg, 

我 们 从 《1) 得 到 

L(xX) = xn 十 xpp 十 (ss 十 2 多 ) xs 十 2 Xs — 0, (5.23) 


或 写成 


boL(f) + LCE) 一 0. . {5.24) 
可 是 (5,21) 和 (5.22 ) 分 别 给 出 
Jey = 一 时 [iad 4 Pe 
L(x) rp ee 十 3 由) 和 (5.25) 


和 


4 士 3p{* bap #4 四则。 + 3 中 
工 一 3 一 一 一 一 一 一 a 
(1) 了 人 22 而 5 
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i 00 


其 中 ,最 后 等 式 所 以 成 立 是 因为 
8 N= 3 一 
六 (44 十 58) 4 (gar + 2 ys) = 0， 
即 4 十 3d? 单独 是 6 的 明 数 ,因此 ,(5.24) 变 为 
0 2 . 1 
KX 340, 十 3 和 2) 各 十 sb . (5.27) 
俯 此 得 出 一 般 解 对 、 因 而 决定 所 论 曲 面 的 方程 (5.20》. 
对 于 曲面 £9 我 们 有 


由 一 20 8) (5.28) 
os 十 3 
从 此 得 出 
| 4 
4 :一 二 
go 十 3 册 a 
1 < 一 -一 3 1 2 \ 
(5) 162 oi 人 
而 且 (5.27) 变 为 | 
re 12 La = 一 3b, 
x 让 xX ps 《as +3708), (5.29) 
这 样 ,我 们 获得 
> 一 二 Bi) + om， 


oo 16b、\ 16 
| | (5.30) 
式 中 ,这 些 a 都 是 任意 常 向 量 ， 
把 (5.28D 和 (5,30) 代 进 (5.20), 我 们 终于 解 出 第 分 方程 组 《1)， 
其 一 般 解 为 


X 一 Crt C2xl C3r3 十 Cay (5,31) 


式 中 这 些 e 是 任意 党 向 量 ,而且 


* 人 94 * 


《一 pw 


mp 
多 ep 
2 mp 
3 F200 — 60a'8? — wp — 5485) 
站 一 ~ (se — 24 bo — 二 + 155 p87 人 
bm 一 不) 


十 76bpatP — 20b4ozp2 一 422oe 十 ia po 
十 bs p) 


表示 曲面 39? 的 方程 . 
其 次 ,对 于 曲面 39 我 们 有 


2 sine . 
由 一 一 二 | cta 一 一 一 一 一 | ， 
3 a : 
| sin: + sinh? ye 
2 2 
128, + 9d = 8 + 12 cor a, F 


| i 3 
(1) _ a 2 十 sinh: ) 
pa/ Ps sin aw sinhw/ 3 古 
方程 (5.27) 现 在 采取 下 列 形式 : 


V36 
+ sinh 32 
XX —4(2+3c0ta)X ~ — 3 3 -3 3b ET . : 


sinhA 3. 3 乡 sin@ 
(5.33) 
我 们 看 出 : (5.33) 的 一 个 补 余 积 分 是 
XX = cfl(a) — 2esin™iacose, (5.34) 
式 中 
Ka) 一 2sinig + 5 —— +15 oso, (5.35) 


SI 人 sin at 


通过 (5.34) 的 运用 ,我 们 可 以 找 出 (5.33) 的 一 般 解 ， 实 际 上 ， 
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用 相当 烦琐 的 计算 之 后 得 出 所 求 的 解 : 


区 一 oaf12c 一 2gsinacosa 十 15cota 一 15asin-ia) 


十 sin “2 十 如 | e(e)de， (5.36) 
其 中 已 令 
Pa) 一 于 ER (f(a ) ssse(。 in? 二 十 sin ho 34 aa 


AN2 
sin22 十 nb 人 
2 2 


sine 


一 sin “ncosa|f(e) dol. (5.37) 
经 过 (5.36) 对 于 (5.20) 的 代入 ,我 们 获得 微分 方程 组 (D) 的 一 
般 解 : “ 

XX™ Ctl + eara 十 Cat; 十 Cas (5.38) 
式 中 


i 


2 


Mm 全 
4 = Sin 一 3a [eo a si 本 + sinh? 


x2= i2a ~ 2sinmecosa — 15 osin oe + 15 cota 
— 3 sinigcos la (2sinig 十 5 一 15sin 一 oa (5.39) 
十 15 asin™ acosa), 
se aj td a i 
3 中 5 a 中 
表示 曲面 559 的 方程 
在 本 场合 。 一 1 之 下 ,还 必须 讨论 的 是 


微 


性 1 


i EN 


"8 
2 


4 + 3 -sg (2) 十 | | —— 4g8o, (5.41) 


所 以 方程 (5.27 化 为 形式 
KK" 12PaX = bilo), (5.42) 
式 中 
/本 [ofe+wW3itN 一 人 3- 
A en A 
{5.43) 
令 


gb(c) 一 fi fe] -do, 
我 们 便 有 (5.42) 的 一 般 解 ; 


X= ata a Of’ada 


主 | gce|rgeTa) in 一 ga|o[g'oPKe)dn|an. 


《5.44》 

内 此 ,微分 方程 组 (1) 的 一 般 解 为 | 

元 总 Cr] 十 Caxa 十 Car3 十 Cs (5.45) 
式 中 2 | 
41 一 名 ca 一 二 da， oa ] 
a | | | 

p p 

XI3™ | 2d8 一 中 | pyarde (5.46) 


+ |{ gol ae) — pe fol YapKeda}aa 
了 eg Bee)de — fo) LapAe)da) 
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代表 曲面 3 的 方程 . 


2. < 一 一 了 的 场合 


此 时 ,方程 (8B》 具有 下 列 形式 ; 
(BE) xp 一 (raw 十 3 — 7 jaes 


— 3 xs 十 了 box 
对 此 两 边 进行 关于 8 的 微分 并 利用 组 (IT) 的 第 二 方程 以 消去 
x-， 我 们 人 恒 得 出 
工 (x) = Xpppp 一 (> 一 gs x 一 (3 一 74。 一 3¢7) BF 


~{S pre. ) + 入 bs 一 14eps) 2 一 0: 


{5.47) 
为 了 确定 函数 了 了， 我 们 把 (5.17) 所 给 定 的 x 代入 (5.47) 并 
且 利用 关系 


L(Y) = 5 (5.48) 
便 得 出 
2 十 je Yexp(—| dda jag 十 o7uzozrezp( 一 人 waa) 
岂 


十 二 dz2exp (| da) I 
—— biexp (| be) 一 0， 《5.49 7) 


0 一 全 向 一 To pas + 2 br 
+ 4 (ora 二 (wo) } 《5.50) 
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把 (5.49) 关 于 8 微分 , 因而 消去 允 ， 其 结果 是 关于 了 的 一 
个 三 阶 常 微分 方程 : 


ps 村 十 B3Y, (5.51) 


式 中 
Bi— 2 ad gp 士 3 sae, 
21 a 全 
Bi 7 + 2 一 (4 ges 
士 3] os) jsae 十 3) wado, 
Bs™ —48g pgapE! + 32dodepz + 2 vps (5.52) 
. 。 
2 Boheps” er 2 galpsg (www 四 (won) ) 


la 
a 起 go— 7+ 24azdie】 wen. 


由 《5.10) 容 易 验 证 


08B,; ) 
| -1,2,3). 
BE (@ ) 


就 是 说 ,这 些 B, 都 单独 是 8 的 函数 ， 
这 样 一 来 ,只 要 由 (5.51) 确定 了 ， 那 未 (5 .49) 便 给 出 对 应 解 
大 且 内 而 (5.17) 代 表 所 求 的 曲面 2 
最 后 ,我 们 就 三 种 情况 进行 研究 ,用 以 结束 本 节 。 
在 B34 的 场合 ,我 们 有 | 


_ 2(@ — p) 
i Ga 
从 此 算出 8B,: 
Bi se 交 了 2 B; {5.54) 


而 且 (5.51 ) 变 为 - 


drY_22Y , 24a 8 
CA 2 , 
ap “Emitpo ~ 历 (5.55) 
一 般 解 了 是 
了 了 一方 十 避让 二 cp 
式 中 C1, 2 C3 表示 和 任意 党 向量 
从 (5.50) 和 和 (5.53) 还 导出 
8 一 8wekot 十 14op — 4721) 7 
p(w — PY Cw 4 3ap2y" 人 
经 过 (5.53)， (5. 56) 和 (5.57) 对 (5.49) 的 代 人 ,我 们 获得 一 般 解 


(5.56) 


XxX: 


性 一 


一 352 219 -Se -2 —b 
| (@ + 3 da 一 全 | ar (30 — 5) 


"(+3 Ba)t dot 名 | oo — P+ 320)t 十 Cc, 


(5.58) 
式 中 e 是 任意 常 向 量 而 是 任 党 常数 
这 样 ， 

X= Cltl Cx Car; 十 Cs 
式 中 


21 一 去 = (g++ bao) Cw 十 36) da 


人 (0 + 3ap2)t a oi (Ge + 3b a) 
— oie 一 Po + 30p)}, 
n= 『 于 (3 四 一 全) (十 3pe)ida C9 
一 2(@—pF) (Ca: 十 30p7)3 一 arma(os + 300)t, 
入 人 一 (可 一 有 (十 32c) da 


= (mm 二 3256) 
* 200« 


代表 曲面 39。 
329 的 场合 ,方程 (5.51) 具 有 如 下 的 形式 : 


一 二 到 co 一 全 cothzwV 3 一 党 2 
2V 3cothy 3 8 + (cateV 38 3 
十 AAA3 必 coth W 38 一 24cothawW 3 虽 {5.60) 
而 且 它 的 一 个 解 是 
Yo= sn 3 8. (5.61) 


因此 , 令 了 = Yo 这 ， 使 (5.60) 化 为 
可 十 4cothy -+ + (一 4 cotey 7)P’ =o, (5.62) 


Y 


式 中 > 一 V3p, 扩 一 ys 等 等 ， 


又 令 
= Psinh™'y, coshiy =— 2, 


我 们 得 到 一 个 关于 四 的 Gauss 方程 : 


aP 57 士 172 dP 8/9 人 
dr? iy a Ped i 这 C6) 
所 以 
a . 1 要 
PB— Acosh Hy- (gg + pt ls con r) 


十 Bcosh™!Yy : sinhsy F(1 一 9 二 一 9， 疡 一 & 十 13 cosh™iy 上’ 
式 中 下 表示 超 几何 级 数 ,而 且 < 
pp 一 了 (一 ?TV73)， 4 一 一 二 (9++V73)， 

这 样 ,我 们 获得 (5.60) 的 一 般 解 : 
Y= sinbaA 3 p [a 十 co sinh— 3 Becosh-2aAA 3 p 
“ (qs4 十 py 3 一 由 二 1; cosh-sV 36】 Aap 


ae 20] « 


8 a a 
十 cs | sinbsA/ 38 cosh™2—/ 38 


| ] We - 
*F(1—4, 2 —g, p—g+l; cosh 38)a]. 

| {5.64) 
最 后 ,让 我 们 讨论 一 下 曲 到 中 5 的 情况 。 对 此 ,我 们 有 


2 | A A 


0 


2 


人 


(区 + 人 (名 


2 8 而 简化 (5.51), 便 得 到 向 量 函数 了 的 微分 


令 -了 
方程 : | | 
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$6. 曲 面 3 


这 种 曲面 的 定义 是 ， 在 各 点 的 Cech 轴 重 合 于 同 点 的 仿 射 法 
线 的 曲面 ， 从 $1 得 知 (为 了 节省 篇 幅 , 写 P 为 6) 
A=D=y,F=i1, ~ (6.1) 
.于 是 - 
SS 一 0); 百 一 一 了 一 —!, 《6.2) 
这 时 ,曲面 马 的 基本 方程 如 下 : 
Xun 一 PEs, . 
Xu ys | (1) 
Xs a 
一 Px 十 BXo, } 
Jr 一 bz + dx, 
而 且 可 积分 条 忻 可 写 为 Cech 的 微分 方程 组 (参照 (5.5)); 
Gun = 3 
= 3g | 3 
它 的 解 可 分 为 1" 一 6 六 种 ( 见 $5)， 而 所 对 应 的 曲面 3r5 分 别 
记 作 于 人 一 1 2 6). 
在 分 类 研究 之 前 ,让 我 们 令 述 微分 方程 纸 (D) 和 (ID 的 一 般 积 ， 
分 方法 。 为 此 目的 , 令 
Bio, PH—y (6.4) 
而 把 参数 x,v 变换 为 n， FF。 显然 ,0 曲线 是 Darboux 曲线 ， 而 
且 f 其 线 是 对 应 的 Segre 曲线 ， 两 组 (1) 和 (IH) 的 方程 变 为 


i 1 
Xa Xe 二 一 » 
2" 27 


(I) 


1 
Xo 一 一 本 xp (于 


* 3 


(aa 2 十 a ao 十 » 
ye (p+ ba)xs + haxe } Cy 


yp = — hexs + (Pr 一 由 ve) Xp 
从 (IY 的 第 一 方程 得 出 
xs ~ B(p)exp (一 十 dda), (6.5) 
式 中 积分 是 部 分 地 关于 进行 的 ,而 且 B(8) 是 待定 的 向 量 函 数 . 
现在 ,关于 8 微分 (1》 的 第 三 方程 并 把 《11》 中 的 ys 代 人 其 
中 ,我 们 便 有 


i 工 (fw 3 
psp 一 Ye Xe 十 (ww 2 由 )z. (6.6) 


再 度 关于 8 微分 (6.6), 从 (1) 代入 xp 而 且 最 后 从 (6.6) 消 去 x。， 
结果 是 : 


Xpppp 一 PXe 十 Oxse 十 RXspp, 《6.7 ) 
式 中 : 
1 oo 3 
me 一 4 一 EB ~ 
P— {ws — te ba (do 一 号 中 
一 工 3 
.98 了 ( 2 7), (6.8) 
R 一 Ys. 
ge 


另 一 方面 , 我 们 从 (6.5) 并 由 此 经 过 关于 8 的 逐次 微分 , 便 可 
导出 xg，、Xps、Xpsp，Xpp8s 然后 、 把 它们 代 进 (6.7)， 就 可 获得 
方程 

B”(g)+ LB'(8)+ MB(8) +t NB(B)=—= 0, (6.9) 
式 中 工 , M , N 一般 都 单独 是 8 的 淫 数 . 
设 (6.9) 的 一 般 解 为 


B(8) 一 这 cB,(8) 《cs: 常 向量 )。 (6.10) 
把 它 代 进 (6.5 ) 并 关于 8 部 分 地 积分 ,我 们 得 到 


x 一 ci | Bpyexp (上 这 bade) dp + Cla), (6.11) 
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这 里 CCa) 是 待定 的 宫 量 函数 ，. 
我 们 必须 求 得 CL(a)， 为 此 目的 ,把 (6.11) 关 于 “微分 一 次 且 
把 所 得 的 x。 代 人 (6.5)， 于 是 Cla) 必须 是 形 如 


Ca) 一 之 ， ci Ci C0) 


的 常 微分 方程 的 解 ,其 中 Cia) (i 一 1,2,3) 一 般 部 单独 是 4 的 
已 知 函 数 。 所 以 积分 后 便 有 


区 (6.12) 


其 中 cy 是 另 一 个 任意 常 向 量 . 
剩 下 的 仅 有 -个 如 何 确定 〔6.11) 中 的 积分 下 限 6 的 问题 了 . 
可 是 ,这 可 以 从 关系 式 
xc 十 xjp 一 四 xs (6.13) 
而 求 得 . ~ 
综合 以 上 所 述 ,我 们 可 把 所 求 曲 面 3-? 的 方程 写成 如 下: 
«= | Bi(p)exp (一 人 二 sda) dp + Ea) (i — 1,2,3). 
(6.14) 
以 下 , 我 们 按 30 到 2 的 顺序 逐条 导出 曲面 的 具体 表示 ， 


1 曲轴 3 的 场合 


我 们 不 妒 假定 . 
内心 【6.15) 
此 时 ,方程 组 (T) 和 (II) 分 别 是 
Ku ™ Kyy Xun 一 了 ，Xoo 一 Xu (6.16) 
和 
Vu = Kus Fo = Xo (6.17) 
从 此 得 到 
y= 
因而 
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Kus — Koes Kus = AX, Xos = KX (6.18) 
由 最 后 方程 组 立即 导出 
Kyun 一 Xoor 一 X, (6.19) 
所 以 我 们 获得 
x—0O(v)e"+0 Ct Ov )e'™", (6.20) 
式 中 0(v) (i= 1,2,3) 是 方程 -一 0 的 解 , 划 
G9) = ae’ + be" 十 es (f= 1,2,3). {6.21) 
把 8 的 表示 (6.21) 代 进 (6,20), 我 们 有 
x— getr 十 Betee 十 yc"ts», | (6.22) 
式 中 qa,8B,y 表示 任意 党 向 量 。 
总 之 ,所 求 的 到 不 外 乎 是 周知 的 曲面 
XIX2X3 一 COD3t。 《6.23 ) 
这 是 一 个 仿 射 球面 。 它 的 仿 射 法 线 通过 一 个 定点 即 中 心 ; 三 系 
Scgre 曲 线 在 三 个 平面 束 的 平面 上 ,对 应 的 轴 通 过 中 心 ;三 系 Darboux 
曲线 都 是 二 次 曲线 ,其 所 在 平面 形成 三 系 平行 平面 系 。 
2. 曲面 7 的 场合 
a 、 
中 a (6.24) 


微分 方程 组 (1 和 (IT 分 别 为 


xs 一 十 半 z， (6.25) 


(6€.26) 


206 。 


Po ee 一 


从 (6.25) 的 第 二 方程 立刻 得 出 


xs — at BCp). (6.27) 
然而 ,从 (6.25) 和 (6.26) 容 易 导 出 
xppp 一 0。 (6.28) 
所 以 我 们 有 
如 (8) 一 0， 
或 者 


B(P) 2bp 二 已， 
式 中 如 , 把 都 是 任意 常 向 量 . 因此 ， 


xz 一 a# (2bop + b), (6.29) 
或 者 经 过 关于 8 的 部 分 积分 、 
x= oi (bt + bp+ hb) + Co). (6.30) 


上 述 的 决定 C (a) 的 一 般 方 法 因为 这 时 ws 一 0 而 不 适用 
了 ， 所 以 我 们 将 采用 下 述 方法 . 


从 (6.25) 和 (6.26) 容 易 导出 
x 一 一 上 > 于 8 工 x， (6.31) 
3a 9 a’ 
另 一 方面 ,经 过 (6.30) 的 代入 ,我 们 得 到 
by 1 8 ~ 
Co) + C0) — CD) -0. (6.32) 
因此 ， 
Cae) 一 mp + qos 十 pe (6.33) 
于 是 ~ , 
x— a (wa bp + bp + b) 十 ao。 {6.34) 
将 最 后 的 表示 代 进 关系 


2 
Xea 十 Xpp ™— 3 


我 们 便 有 | 
7q; + 9b = 0, | 《6.35》 
这 样 ,曲面 叶 的 表示 为 
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x= os {BT — 30) + bp + b,} 十 Go。 


或 者 
Ki oad, r= ofp, t= a (783 一 3o2)， (6.36) 
曲面 的 方程 可 以 被 过 成 为 | 
Tx? 一 zix3 十 3x1, (6.37) 


它 的 一 系 Segre 曲线 在 平面 xyz 一 const 之 上 ， 而 且 对 应 系 的 
Darboux 融 线 在 平行 平面 xi 一 const 之 上 。 


3. 曲面 之? 的 场合 
时 一 一 二 cuta (6.38) 
3 . 
微分 方程 组 (I》 和 《TI)' 分 别 变 为 
Xara 二 一 Feo "Xu 十 二 
x — 十 二 cote . xp, ~ C639) 


Ws = 
Be 3 ca 2 


10 2 
和 二 十 (Dore + 2) Xss a 
| 36 亚 一 (Zero 士 三 】 Xp。 
同 前 一 场合 一 样 , 我 们 从 这 二 组 导出 
XP B(p)sinia, 


1 
Xppp 一 本 Xp 


B"(p) 一 二 BCP) ~ 0， 


0 ee C6.41) 
AM 3 V3 . : 
式 中 本 ,bb 表 东 任 意 常 向 量 , 
因此 ,我 们 获得 
过 a ey 
Ep "Ca. 《6.42) 


为 了 决定 CCm)， 我们 沿 山 前 一 场合 的 方法 ,就 是 从 (6.39) 
和 (6.40) 先 导出 关系 


Yaoo = 一 Ee “Xe 十 全 十 Bre) ay 
3 3 9 / 


然后 将 (6.42) 代 进 ,以 推出 Ca) 的 微分 方程 ， 这 样 ， 
C0) + 于 sote Co) ~ (2 + Eeota)Ca) ~ 0. (6.43) 


3 
令 
fla) = sinig +: Co)， 
以 致 (6.43) 变 为 
Pr(a] 一 拍 二 2cota) f(a)—0. (644) 
它 的 解 是 


f(a) 一 sin-ta: (a + tcosa), 
a，@ 代表 了 任意 常 向 量 ， 因 此 ， 


Cle) 一 A -9 + a sinte 上 qi， C6.45) 


式 中 q 是 另 一 任意 党 向量， 
在 坐标 原点 的 适当 选择 下 ,我 们 有 


1 1 
‘ = 一 /二 及 " dad 
x stnig. (bt her +he 3 )+ a if. (6.46) 
然而 


2 
Xaa 十 XpP 一 ee 
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所 以 (6.46) 中 必须 有 0 因此, 曲面 VY 的 表示 是 


ee + 二， (6.47) 
就 是 它 的 方程 为 

上 pg 

YX1 一 eV3 sin 和 a 
二 

es . sin to, (6.48) 
a da 

3 下 sinf a * 


一 系 Segre 出线 在 平面 re 一 const 之 上 5 对 应 系 Dacboux 
曲线 在 平行 平面 x3 一 const 之 上 ,而 且 都 是 二 次 曲线 ， 
这 个 曲面 显然 是 一 个 仿 射 旋转 面 。 


4. 曲面 -+ 的 场合 


我 们 可 令 
et 1 1 这 人 6.49 
3 +t Ds si ( » 
微分 方程 组 (ID 和 (HI) 为 
二 二 282 x,, 
组 十 骨 
Xue 一 了， (6.50) 
es 2n¢ 
站 


2 2u( ze 一 20) 。 
要 ND ee NT Xo 
Ye et vy (wt (651) 

3 I 了 了 
yi 2v(y 2 ) 十 4 


人 
在 参数 4,。 变 换 为 = 一 “十 v，p 一“ 一， 之 后 ,这 二 组 就 
变 为 


ED 


pF 

中 3 2 了 ， 
__ He—p Bi 
区 ap B+ 3ap "Pr 《 .50) 

oF 
二 St 3op “ 2 
和 
2 过 十 208 十 58 ~、 i160p 
” (@ 十 33087 Ce + 308) 站 (6.51y 
ys — l6mp i + 23% 一 Imp 3 


Co + 30py " (本 十 ap 
从 前 者 的 第 二 方程 立刻 得 出 
pn (6.52) 
此 时 ,由 于 
由 一 女 ol 一 斧 2 
+ 308 ” 
16 op 
(w+ E77 
我 们 可 以 使 用 上 述 的 一 般 解法 ,而 为 此 算出 (6.7) 的 三 个 系数 P, 0 
和 RR。 这 样 ,我 们 得 到 


古人 一 


x op Xsge — m3 
ei pl 十 3af7) 《os 十 .3ap2 了 ”op 
十 tga 十 10 中 床 十 58) Xs 《6. 53) 


pl 十 308) 


经 过 (6.52) 对 于 这 里 的 代 人 和 一些 相当 宛 长 的 计算 ， 匡 于 达到 
方程 


B”(8) 一 FB -0 (C6.54) 


所 以 
B= ep tofteo 


ea211 。 


且 从 而 


i + ea) ~ (6.55 
5 《二 于 3 (cof 十 co 十 ca)， ( ) 


式 中 这 些 e 都 是 任意 常 向 量 ， 
如 果 将 8《8) 写成 


B(pP) — Lege + 38) 二 [一 二 cu) +e, 
以 代 进 (6.52) 而 关于 8 部 分 积分 起 来 , 那 末 我 们 便 有 
x— a EC 小 382) 3 十 于 (a 一 二 ce) Ce 十 3 


呈 . dp 
BA | 《ee 十 | + Co), (6.56) 
另 一 方面 ,我 们 有 : 
+ 外 Pd __ 
《只 十 3 (w+ 3 ow + 3 
二 
《o2 十 382)2 340〔(o + 3 
4 
Ea m+ 十 382)53? 
或 者 
人 38 s dp 
| (@ 十 38 {+ 二 3 + 4 | Ch + 3 
(6.57) 
此 外 ， 站 
0 和 .i 二 4 s dp | 
| 《oz 二 十 了 六 = (@ 十 362352” (6.58) 


- 从 (6.56) 关 于 的 微分 和 最 后 二 关系 的 利用 。 导 致 下 列 结果 ; 


总 -二 到 [去 oe + 3 十 (a— Se)(e +432) 


3 让 
ct] + 多 | 一 全 code 十 3p8°) 
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+ (ec — Low)a + 38)")] + CCa)，(659) 


现在 ,注意 到 (6.6) 在 这 场合 所 采取 的 形式 , 即 


i 6.60 
(二 38 (二 387 0 


又 从 《6.55) 算出 xpp。 并 利用 (6.60), 我们 得 二 x 的 另 一 表 


Xpp8 一 


3 8 
(w+ 3ap82)23 


寺 志 (3ewp? 十 cD) (+360) 一 eon (+308)?, 
b 
(6.61) 


《enog + cp + ca) 


比较 这 二 表示 ,我 们 得 由 ， 
Co) 一 0 即 Cla) = const 一 et 
因此 ,所 求 的 解 是 


多 一 al3 去 cof ee 十 382)43 十 二 二 人 cl 一 于 co) Ce 


有 
4 
我 们 容易 验证 : 由 《6.62) 给 定 的 x 确实 满足 关系 
Kor 二 Xga 一 ae | p? Xa, 学 
因此 ,曲面 中 的 方程 为 
C2 一 【om 十 308p7) 3, 
n= (+308)P(@ — p°), es 
二 a dg | 
3 0 《az 十 382)20" 


| 下 二 (6.62) 


5. 曲面 马 -? 的 场合 
由 于 一 三 fcot(Cz + v) 十 cot(8s5a 十 Ep) + cot(en + ev )]., 


(6.64) 
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如 前 采用 新 参数 “。8， 以 臻 


tap 一 一 二 (a — 318), 


sut+ ev—— (et V3ip), 


Sin @& 


2 
上 一 一 和 |cota— -一 |. (6.65) 
| 5 Re 
2 2 
此 时 ,方程 组 (7) 的 第 二 方程 变 为 
Kolo se |. 《6.66) 
。 | sinz 民 十 sinh? 以 38 
2 2 
关于 a 部 分 积分 之 后 ， 
一 BC), (6.67) 


车 和 


式 中 BC8) 是 单独 8 的 向 量 函数 . 

按照 (6.65) 算 出 (6.8) 中 的 P, 0, R; 又 按照 (6.67) 算 出 xpe， 
xppp，xXxpppf 并 将 这 些 结果 代 人 《6.7). 人 我 
们 在 丢 弈 一 个 不 等 于 0 的 公 因子 


sin Vi 


(sms 二 + sinh’ V 3 5 


的 同时 , 便 获得 _B(p) 的 常 微分 方程 : 
B”(g)—V 3cohv 38. B”(8)— B'(g) 


十 2 cothW 38: BC(E)—0, * {6.68) 


BA(P) 一 BC) 
~ 3 cothv/ 38, 


B” (8) 一 了 B(p) 
积分 后 便 有 
B” (8) 一 = B(8) = c'sinhV 38, 


式 中 e 表示 任意 常 向 量 . 
因此 ，、B(8) 决定 于 方程 


B(p) = SsinhV 38+ esinh -+ecosh fF , C6.69 
. ) yp nhV 38 二 os i 本 (6.69) 
式 中 ,这 些 e 都 是 任意 党 向量， 

从 (6.67) 和 (6.69) 经 过 关于 8 的 积分 ,我 们 得 到 


3 NUV3 
X= sin' Sg- 区 (an 十 sinh ) 


sinh -人 sp 
Ed V3 
+ © 0 & 3 8 23 
(sn 十 she 
2 2 


cosh p_ig 
+ 中 一 一 全 六 | + Cla), (6.70) 
(sn 十 sn 3.8) 
其 中 CCa) 是 待定 的 向 量 孙 数 . 
一 方面 ,把 (6.70) 的 两 边关 于 = 微分 , 其 结果 是 关于 xs。 的 一 
种 表示 ,其 中 有 一 项 是 C'(e)， 另 一 方面 ,从 (6.67), 《6.69) 求 出 
xspp 并 把 它 同 xs 一 起 代 进 


xp = exo + (6 一 记 $x 


因为 此 时 gs 关 9, 我们 又 获得 x。 的 第 二 种 表示 。 比较 这 两 种 
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表示 , 便 导 致 形 如 
Co) +ePt+ecD=) (6.71) 
的 微分 方程 , 式 中 
Bb 
sinh ——— df 
Vv 


8 
| 3 


lof 3 7 
(sin?2 i 十 sn 38 3 v38) 


sinh ap 
Se 8 M3 
> oo 
(sn: 洗 十 sinh? 2 
2 
AE jin + snip-38) 
ye ) 


十 V3sinhwW 38sinh 6: (in 十 sd. 26, 
V3 2 2 


(6.72) 
cosh 一 一 dp 
3 
P— cose - 2 一 -一 
(sn + inl 38) 
2 2 
cosh 2 a 
8 
一 Sin?a | 3 


> a 
ee 。 | 二 i 2) 


十 V3 sinh V3p cosh 好 


和 (sn 二 十 sinh: a 5 
V3 2 2 


(6.73) 
*»* 21f" 


3 们 容易 证 明 
ap 一 0, ep 0. 
D7 88 
所 以 不 妨 在 C6.72) 和 (6.73) 的 右边 令 4 一 0， 于 号 便 有 


一 一 2wW 3 (san 二 , P= 0, (6.74) 
这 样 ,(6.71) 全 给 出 了 
Cla) = 2 3 ol (sin 2 da + €3, 
式 中 e; 是 男 一 个 任意 常 向 量 . 
此 外 ,我 们 还 容易 验证 ， 方程 
be 十 8 PX 
家 然而 然 地 成 立 了 ， 所 以 曲面 政 ? 具有 下 列 的 表示 : 
1 sinfia 。 (sm 十 my 以 > 人 


。 Bb 
sinh -一 一 dp 
V3 


8 
Py 
x sine* | -一 
0 2 
(sm + dah -38) 
“2 2 (6.75) 
一 ff 
十 2 AM 3 | sinj ada, 
cosh 


3 
(sn E+ sinhz va | 


2 2 


pap 


a 各 和 
n= sinic. | 


* 


6. 曲面 21-" 的 场合 
在 不 失去 一 般 姓 的 情况 下 ,可 以 假定 
由 一 一 三 [Ce +v) + tei t ev) + thentt ely)), (6.76) 


或 者 用 a, 写成 


a 217+ 


s——2 [0 —t (Lat 2is)— —t (Te ss 


(6,77) 
如 果 利 用 局 知 的 公式 
本 %”(0) 
“26) 25(6) 十 工 2 HO)’ 
二 SC 
:8 十 9) 十 6 — p) — 2500) BOO — fg) 
来 改写 $5， 我 们 便 有 
ead fw" [2 
=- 一 引 二 局 员 (2) (6.78) 


1 2 
0 0 
从 此 和 组 〈B) 的 第 二 方程 立即 得 出 


(e' (2)) 


Wn SAN B(E), (6.79) 
Js 


式 中 B(8) 是 待定 的 向 量 函 数 。 
按照 (6.65 ) 的 由 算出 gs, gs, de 和 (6.8) 所 给 定 的 P, 0, RR. 
另外 , 按照 (6.79 ) 算 出 xssg，xpssg，xsptg， 而 把 这 些 表 示 一 并 代 进 
方程 《6.7)， 经 过 相当 烦琐 的 计算 之 后 ,我 们 从 其 结果 丢掉 一 个 公 
因子 


(COs 


终于 获得 
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Co 
a 
2 pg， (3 2 a) 2 

.2 


CAE i8) B(p) 一 0. (6.80) 


设 B,(8) (> 一 1,2,3) 是 (6.80) 的 三 个 特殊 解 , 那 末 它 的 
一 般 解 为 


B(8)= >， CoB (8), 


式 中 c, 都 是 常 身 量 。 
因此 ,所 求 的 解 x 必须 具有 下 列 形式 : 


人 

(2) | 站 si ey 

其 中 “是 基 一 常数 ， 由 于 此 时 
Girl 
6G)- (人 


我 们 可 从 (6.6) 求 z。， 并 把 它 和 另 一 个 由 (6.81) 求 得 的 x。 相 比 
较 , 便 导出 Ca) 赖 以 确定 的 方程 : 


C's) + | (二 ceb, = 0, (6.82) 
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(681) 


0 


此 _ Bp)adp 
外 TCF 
i 


(0 (© -ey 
es (re) -r(S)y 


) 
-r+ FD -rE 
: 6(% (2) = | ” 
+ 的 -nso 
+(8(E) 一 2 (C22) :cel. 


”因为 各 个 8。 都 满足 (6.80), 我 们 容易 证 明 


8 
eh (v= 1,2,3). 


naa 人 
cp 一 P (个 六 


+ (eS) -re( ao 


+(8(E)—® ED B5(o)|， (6.83) 
式 中 


e+- 


C= — Dc, -Le +e, 
1 
式 中 c, 是 另 一 个 任意 常 向 量 ， 
这 样 ,我 们 获得 了 曲面 ~” 的 表示 : 


es 
0 
一 人 Fed (» = 1,2,3), (6.84) 
加 
$7. 曲面 ”的 探讨 


在 前 节 中 ,我 们 从 曲面 3 的 基本 方程 出 发 ,经 过 一 些微 分 
方程 组 的 求解 而 获得 这 种 曲面 的 表示 。 本 节 则 是 以 曲面 237 的 
某 些 特征 为 主要 讨论 的 中 心 而 按照 Cech 方法 求 出 它 的 表示 的 ， 

1. 首先 , 将 证 明 下 列 定理 : 

当 且 仅 当 一 个 曲面 的 所 有 Darboux 有 曲线 (Segre 曲线 ) 都 为 
仿 射 测 地 线 时 , 曲面 才 属 于 3 类 型 ， 

我 们 只 对 Darboux 曲线 的 情况 作出 证 明 , 因为 在 Segre 曲线 
的 场合 完全 可 以 适用 这 个 证 法 ， 

如 前 ,采用 曲面 的 主 切 曲线 为 xs，” 曲线 ， 以 致 沿 方向 x 一 
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4 的 仿 射 测 地 线 决 定 于 方程 


ui 2 F, 了 了 Fs, (7.1) 


假定 Darboux 曲线 
et 
a 


者 是 仿 射 测 地 线 , 那 末 


-3 多- 多 + 时 -位 02 


对 于 上 列 三 个 x 都 必须 满足 (7.1).. 这 就 是 
Da 4 Eu De _ A,_ 3 Fp 
( 十 3 ) +( D 3 ) 0. (7.3) 


D 4 F A F 
所 以 充 要 条 件 是 
Ds A Ee 
D 4 > F 0 C7.4) 
-A . 
也 4 F 
因此 ， 
DF jv), i Cs) 
如 在 $1 中 所 示 ，j(v) -> 1，p(u) -> 1 是 可 能 的 .。 这样 ， 
4 一 万 一 水 ,下 一 1 ~ (7.5) 


这 些 就 是 3"m? 的 特征 .定理 证 毕 . 

从 《7.1) 和 (7.5) 我 们 立刻 得 出 推论 : 曲面 2 是 使 其 仿 射 
测 地 线 可 以 被 表 成 为 平面 上 的 直线 这 样 的 唯一 等 温 主 切 曲 面 。 

现在 ,在 曲面 的 一 点 考察 Segre 对 应 (第 三 章 $ 4,3) 并 作出 三 
条 Segre 曲线 在 这 点 的 密切 平面 和 其 对 应 点 ， 因 为 三 张 密切 平面 
相 会 于 Cech 轴 ， 所 以 三 个 对 应 点 不 但 在 曲面 的 切 平面 上 ,而且 
还 是 共 线 的 ， 后 一 直线 称 Cech 共 轿 轴 ， 我 们 将 证 明定 理 ， 曲面 
399 在 各 点 的 Cech 共 斩 轴 常 在 无 限 远 平面 上 ;是 其 特征 ， 
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证 明 ”我 们 利用 射影 微分 几何 中 的 一 个 Fubini 定理 2 ,就 是 : 
要 使 递 过 曲面 点 的 一 张 乎 面 <， 无 论 在 Segre 对 应 下 或 在 Lic 配 
极 下 都 有 同一 对 应 点 , 那 只 当 * 通过 一 条 Segre 切线 之 阿 才 可 能 ， 
从 第 三 章 54, 1 和 3 容易 君 出 这 个 定理 ， 
如 果 Cech 共 斩 轴 常 在 无 限 远 平面 上 , 那 未 Cech 负 必 须 通过 
Lic 织 面 的 中 心 , 因 而 它 重合 于 仿 射 法 线 ， 证 毕 ， 
上 述 定理 可 以 被 叙述 为 下 列 方式 : 
曲面 3 的 一 个 特征 是 , 它 的 所 有 Segre 曲线 都 是 影 界 线 ， 
实际 上 ,如 果 曲 面具 有 上 列 性 质 , 那 末 它 的 Cech 共生 轴 都 在 
无 限 远 平面 上 ,所 以 曲面 必须 是 3 人 ~， 
反 过 来 ， 一 个 曲面 3 决定 于 微分 方程 组 (ID ($6) 的 解 。 
令 新 参数 
G 一 Bt 十 86rg， 
P= Yu 一 870，， 
式 中 > 一 0， 1 成 2， 那 末 , 我 们 有 
Xap 一 二 op 
2 
或 四 
xp = BCP)exp (-2| bda). (7.6) 


这 表明 了 Segre 曲线 者 是 影 界线 . 

把 以 上 的 结果 和 Cech 的 定理 联系 起 来 ,我们 便 有 下 列 定理 : 

如 果 一 个 曲面 互 的 三 系 Segre 曲线 都 是 包 络 锥 面 的 接触 曲线 ， 
那 末 包 络 锥 面 的 所 有 项 点 都 在 一 张 平面 = 之 上 ， 当 这 种 昭 面 卫 受 
到 一 个 使 平面 变 为 无 限 远 平面 的 射影 变换 之 后 ， 它 就 变 为 曲面 
355.， 曲面 2 的 一 个 特征 就 是 它 在 各 点 的 Cech 共 圈 轴 都 在 一 个 
定 平面 上 .上述 的 包 络 狼 面 的 顶点 在 平面 x 上 画 成 一 条 三 阶 代 数 
曲线 ， 

本 定理 的 最 后 部 分 将 在 下 一 自得 到 证 明 ， 

Z. 我 们 转 到 问题 的 顶点 轨迹 的 探讨 . 


t7 Fubini-Gech,，GPD。 05 133 页 。 
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为 了 简化 计算 ， 我们 把 变换 为 3 2， 然后 立 明 曲面 2 


沿 Segre 基线 的 包 络 锥 面 的 顶点 在 无 限 远 平面 上 画 成 三 阶 代数 由 
线 . 


令 
一 二 (x X x,) 
并 利用 条 件 (7.5) ,我 们 便 得 出 
KX, 一 — bX, + ,NX, 
X= KX, (7.7) 


天 一 — SbK, + bX, 
式 中 w,* 表示 主 切 参数 而 且 , 
Pon 一 3 pos por 一 3 (7.8) 
现在 考察 由 下 列 方程 表示 的 蜡 面 : 
W = (Gu — 2P NERY 十 2{(EX,) + (EX,)} 
+ 6pCEXIN EX EX,) 一 3 EN) EX,) 
— 388XI(ER,) CO— R= 0, (7.9) 
式 中 各 一 《5 号 ， 晤 ) 表示 一 点 的 流动 径 向 量 ,并 且 5 按 这 点 是 
有 限 点 或 无 限 远 点 之 不 同 而 分 别 一 1 或 0. 
从 (7.7) 和 (7.8) 容 易 证 明 
一 0， i 一 0。 (7.10) 


这 就 是 说 ,这 个 曲面 是 固定 在 空间 的 ， 
“ 另 一 方面 ， 沿 曲面 3 的 各 条 Segre 曲线 各 有 一 个 包 络 锥 
商 , 它 的 顶点 决定 于 方程 : 
(x 民 ) = (XK, eX, + 六 ,, 人) = 0, x = 0, (7.11) 
式 中 这 表示 以 大, 虽 ;, 有; 这 三 个 平面 誉 标 为 分 量 的 向 量 ,而且 
(.…，-…，"…) 表示 三 阶 行列 式 ， 
从 (7.11) 得 出 
(x KX,) 一 —(X,X,X), 
(xX,) = s (XX,X). A 
因此 ,我 们 斯 定 : 当 二 x ,0 时 ,WW = 0, 
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如 日 把 所 ,名 , 名 看 作 无 限 远 平面 上 一 点 的 齐 次 坐标 , 那 末 我 
们 获得 所 求 的 三 阶 代 数 曲 线 的 方程 


《ov 一 2 归 ) 名 十 2 凶 十 2 十 py 一 了 oa 


一 3gu 7 一 0， (7.13) 
式 中 
上 (EX), J (EX,), 3》3 一 (EX,) (7.14) 
是 无 限 远 平面 上 直线 的 齐 次 坐标 . 


这 样 ,我 们 完成 了 段 1 定理 的 最 后 部 分 的 证 明 . 

上 面 推 导 曲 线 W 的 方法 和 Cech 在 其 论 Segre 曲线 全 为 平面 
曲线 的 曲面 这 一 论文 (Publications de Masaryk，1922，、1 一 35 页 ) 
中 所 用 的 相似 ,我 们 从 此 还 得 到 启发 而 作出 对 各 种 曲面 《z= 
1, 2,.，*, 6) 的 曲线 到 的 讨论 . 

在 曲面 可 1 的 场合 : 出 一 1， 于 是 (7.13) 变 为 

yy 一 1 一 0， 

y ~— sy — ey = 0, 《7.15) 

一 8 — sh ™— 0. 
这 就 是 说 ,曲线 多 分 解 为 三 条 直线 ， 


在 曲面 5)? 的 场合 : 少 一 一 二 人 十 zy 六 ,而 且 (7.13) 变 为 


一 0， 
3 zx 
y 2 
二 一 一 yy 一 十 二 7.16 
9 tutvy” 和 了 (7.16) 
人 
十 之 一 一 yyz 十 ?一 0 
suto” V1Y2 


这 就 是 说 ,曲线 殉 分 解 为 一 条 二 阶 曲 线 和 其 一 条 切线 . 
同样 ,在 曲面 2 的 场合 我 们 可 导出 : 曲线 多 分 解 为 一 条 
二 阶 曲 线 


[| 十 eon 十 2)| P+ yy 
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十 cor(u 十 ov)*、 yyi 十 之 cot(u + 0)* yy2 =—°0 
和 一 条 直线 
cotlu 十 YY) 7 十 嫉 十 太一 0 


在 曲面 2 的 场合 : 


kg 
二 
和 
2 + v6 CO— Sr 6nuv 
人 二 2 + 0 — Sv’) 二 3 3 
(m+ go 4 外 二 
_ uO—20) ， 3v(208 — 3) ， 基尼 7.17 
A 
我 们 说 ,曲线 玉 有 一 个 尖 点 切线 。 实 际 上 ,从 方程 组 
OW og OW oo HWPW (PW ) 本 
Bn 8 * Oy Oy: By1Oy, 
解 出 这 尖 点 切线 的 坐标 : 


yy (+ 呈 )3202221。 (7.18) 
在 曲面 到 的 场合 : 
= 一 和 (b+ 十 #2)， 


式 中 名 一 cot(a 十 vz), 8 一 corfsia 十 82v), 61 = cot(gn 十 60). 
此 时 ,三 次 型 W 是 


W 一方 [10( 晤 十 间 十 欠 一 6(S 十 后 十 乌 ) 十 24 人 让 jy 


十 内 十 光一 2 (50 十 5 十 6) ya 一 《如 十 6? 
+ e382) yn — (St eb? + ss) yy (7.19) 
曲线 不 有 一 个 二 重点 ,而 县 在 这 点 的 二 切线 的 坐标 为 
yy 3 于 8xsl 十 er62): (80 十 Br 十 szE2) 
(r—1,2;6 = 1). (7.20) 
最 后 ,在 曲面 下 的 场合 可 以 证 了 明 曲 线 多 是 亏 格 为 1 的 三 
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阶 曲线 . 
家 上 所 述 ,对 应 于 各 种 则 面 3 的 曲线 机: 
在 3 的 场合 是 亏 格 1 的 三 阶 代数 曲线 ; 
在 可 -1 的 场合 是 具有 一 个 二 重点 的 三 阶 代数 曲线 ; 
在 3975 的 场合 是 具有 一 个 尖 点 的 三 阶 代数 曲线 ; 
”在 中? 和 2 的 场合 是 一 条 二 阶 曲 线 和 一 直线 其 
中 35 所 对 应 的 直线 和 二 阶 曲线 相 切 ; 
在 2? 的 场合 是 分 解 的 三 直线 ， 
3. 运用 Cech 的 方法 还 可 导出 曲面 2”? 的 方程 为 此 ,我 
们 必须 把 XX 的 方程 组 (7.7) 积 分 起 来 而 从 Lelieuvee 公式 


一 | (K x Xan + X, x Kar) (20 
求 曲面 . 
令 二 2g9 县 记 (7.7) 的 一 般 解 为 着 一 y。 我 们 有 
ay _ 08 
Br is Be ys, 
本 2 9 29%,， = gy 《7.22) 
On Ov . 
Sh — 4py, Wy 29y, 
Du y Ou 


式 中 , 涵 数 Pp 满足 条 件 


.= 69 哇 ， = 69 如. (7.23) 
按照 Cech 在 上 面 引用 过 的 论文 中 的 方法 可 以 求 出 方程 组 
《7.22) 的 解 ， 我 们 这 里 用 他 的 结果 ?水 推导 的 节 的 一 些 曲 面 EY 
(r 一 1, 2,…, 6) 的 方程 . 
以 下 , 令 
1 =v Sr By ey, 63 EH By, 


以 致 三 二 三 寺 和 0 


1 用 前 节 我 们 的 方法 也 可 导出 人 cch 的 结果 。 
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在 30 的 场合 : 〈7.22) 的 一 般 解 是 
= cc 十 ere- 十 cc。 (7.24) 
因此 ,曲面 26? 的 方程 可 以 表示 为 
和 一 qt 十 es 十 ye, 
或 者 
442t3 一 COnst。 《7.25 ) 
在 3 的 场合 :我 们 有 
人 十 es 2 十 ci (7.26) 


Vu +v 和 \ 二 vv 
从 (7.21) 和 (7.26) 立 即 得 出 
X1 一 (za 十) 
n= {4+ ov HA mv), (7.27) 
x (ut v7 ov — (w+ oF}., 
在 3 的 场合 : 令 ce 一 zx 十 bo 有 一 # 一 %。 我 们 有 


_ 月 


着 一 sin~ysa (gicose 十 es 十 ae v3), (7.28) 
而 且 (7.21) 变 为 


EE 了 (Xx Ksda + XX Xdp). 
经 过 一 些 简单 的 计算 ,我 们 获得 曲面 3 的 方程 : 


V3 《7.29 ) 


在 2 的 场合 : 我 们 有 


一 gw 一 纪 2 1 
X=a rr 二 -. :ta 本 一 一 一 。 (7.30) 
同样 ,曲面 下 的 方程 为 
* 228 + 


2 一 【9 十 妇 )， za (0 十 nv, ao 外 二- 一 
或 者 
他 
el +t) sm op(1 一 下 全 
在 39r5 的 场合 : 令 
w= cot(u + v9), Ei cot(eiy + 89), $3= cot(su + sv) 


(7.32) 
并 导 人 新 参数 < 和 8 
二 外 V3 上 十 652 十 8 入; 
$1 + £282 + EE 二 十 名 十 与 一 3 
网 (7.33) 
g++ tes tes 
S11+ sé 十 8253 而 十 红 十 63 一 M3 
使 得 
V3/_ da Bdp 
\ 5 (7.34) 
-人 ode __ ap ) | 
2 对 一 !1 FP—l 
和 
Ba 2 一 ! B8 2 ap 一 1 
Ou ap 一 1 Oa 3 op—~l 
V3 V3 二 


Ba 2 pe-D BB 2 Fl 
Ov V3 ap 一 1 ” By A 3 6 一 1 
把 这 些 表示 代 进 (7.21), 我 们 得 出 


Ea -f(t 中 1 (X x XE) + SRK )aa 


28 (mo 1) ap8 十 工 
ee 8 + 1 XxXs))ap|. 


(7.36) 
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方程 组 (7.22 ) 在 这 场合 的 一 般 解 是 


XX 


二 
(op 一 1)Ve 一 上 


十 a 


TAR 二 


cp—l 


经 过 相当 上 烦 预 的 计算 之 后 ,我们 获得 


X= Cri 十 czrz C3Y3, 


式 中 


和 


z3 = m(x3t 03 O— rt a1), 


za = m(xl + a1— x2— az) 


Do (fz 一 Pe) Ps — Pr) Pz 一 fz), 


Ve — DP ~1) 
表示 曲面 形 ~? 的 方程 . 
在 32” 的 场合 : 令 

21 = mx2 + a2 ~— Ys — 3), (mm, ar: 常数 ) 


和 的 定义 见 前 


A ba C32 十 “23s 
B= fz Px 二 33. 
方程 组 (7.22) 的 一 般 解 为 
X= D(a4 + aB 十 os)， 
因此 ,曲面 234-9 的 方程 如 下 : 
es 一 064 一 4 
En Ip 3 (ee du By a ), 
Ina{08B, _ 8B 
V2 jz 2 (0 du By qd) 


他 30。 


XI 人 ap 


| 8 


Lau 


人 im -交合 


at 十 az 十 oa 一 0， 


《7.37 ) 


(7.38) 


(7.39) 


{7.40) 


(7.41) 


(7.42) 
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习题 和 定理 


1. 如 果 一 个 曲面 的 三 系 Darboux 曲 组 都 是 影 界 线 , 证明 它 必 
须 是 直 纹 面 . 

2. 试 以 $6 中 所 述 的 方法 求 出 方程 组 (7.22 ) 的 一 般 解 

3. 试用 第 一 章 $5 的 公式 证 明 Demoulin 定理 : 曲面 在 点 了 的 
Lie 织 面 同 其 包 络 面 在 四 点 和 了 相 急 ， 前 四 点 是 Lie 织 面 上 一 个 
斜 交 四 边 形 ( 称 Demoulin 网 之 入 的 顶点 ,而 且 二 对 角 线 iJ/ 共 
斩 于 Lie 织 面 . 

4. 同样 证 明 前 题 有 关 的 . Bompiani 定理 : 从 点 P 引 一 条 和 i,! 
.都 相交 的 直线 , 就 得 到 曲面 在 了 的 第 一 Wilczynski 导线 . 与 此 相 
对 偶 地 ,作曲 面 在 了 的 切 平面 与 ?+，” 的 二 交点 ,它们 的 连 线 就 是 
第 二 Wilczynski 导线 . 

5. 从 前 二 题 的 定理 证 明 : 仿 射 球面 是 各 点 的 仿 射 法 线 和 第 一 
Wilczynski 导线 相 重 合 的 唯一 曲面 .《〈 参 见 $1 ) 

6. 试 求 一 曲面 的 一 系 'Segre 曲线 在 平行 平面 上 的 条 件 、 如 果 
这 种 曲面 的 对 应 Dacboux 曲线 都 蚌 平 面 暴 线 , 试 决定 它 的 表示 ， 

关于 这 个 问题 的 解答 可 参照 苏 步 青 : jatpazeie Journ, Math,， 
6C1930), 301-~314, 
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附 录 1 
仿 射 曲面 论 中 的 Bonnet 问题 


1. 关于 Bonnet 极 小 曲面 的 注 记 


如 所 知 。 Bonnet 曲面 和 Enncper 曲面 是 有 平面 曲率 线 的 叭 
一 极 小 曲面 。 这 种 曲面 的 特征 是 ， 其 曲率 线 的 球 画 表示 形成 陨 
的 双 等 温 系 ， 

在 仿 射 空间 吾 对 应 的 问题 就 是 ， 如 何 决定 有 平面 仿 射 曲率 线 
的 仿 射 极 小 曲面 。 为 了 这 个 目的 ， 我 们 必须 采用 一 种 和 球面 表示 
无 关 的 方法 ,因为 球面 表示 在 仿 射 微分 几何 中 是 不 起 任何 作用 的 . 

在 处 理 我 们 的 间 题 之 前 , 我 们 将 以 新 方法 解 出 Bonnet 问题 ， 
然后 应 用 类 似 方法 到 念 射 昭 面 论 中 的 对 应 问题 。 

设 *，” 表示 极 小 曲面 《x(w, v)》 的 极 小 曲线 参数 ;表示 
它 的 法 线 疝 量 ， 那 末 , 它 的 基本 方程 为 

Xuw 一 Xs 一 Flu)E, 


Xu = 0, (1.1) 
Xu 一 本 于 — Dv)E, 


和 人 Ll, 


F(a) F 
,一 一刻 F(4) B(v)§, (1.2) 
IP F, 
6,, {3 Er)&,, 


式 中 已 令 . 
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F 一 (1 十 uv) Fu) Plo) (1.3) 


曲率 线 的 方程 为 
Fl(u) dw: 一 Go)202 一 0， 
或 者 
es ~ Pr) 三 
esp, P /2 (sg = +1), {1.4) 
按照 (1.1) 和 (1.4) 求 曲 亩 线 在 点 us v) 的 省 切 平面 的 囊 标 
时 ,我 们 得 到 
= _l (dx Ex {pF _pF pp 
Y=- (= x 2 {ep F P 7 Ppp, LAE 
— 2P#é, + 2epé,, (1.5) 
为 了 二 系 曲率 线 都 是 平面 曲线 ， 充 要 条 件 是 : 对 于 。 一 +1 
和 8 型 一 ]，gPY, 十 了 ,都 和 成 比价 . 
从 (15) 算 出 了 ,，Y, 并 用 (12)， 所 述 的 条 件 可 以 被 表 成 下 
列 形 式 : 
4 Ps) POOF Oo) sO) 
"CR ?CFO “> (Pl) 


= vonst, , (1.6) 


` 从 而 各 微分 方程 的 解 是 * 
: | F(xw) 一 const 
和 | > 
Rs ES C22 
er EA 
式 中 这 些 < 都 是 任意 常数 。 Bl(v) 世 具 有 同样 的 形式 , 
这 样 ,我 们 获得 了 Enneper 极 小 曲面 和 Bonnet 曲面 


一 一 一 


1) 参照 抽 文 :” 论 曲 面 的 晴 束 线 (美文 )， Tohoku Math. Journ., 30 (1929), 
457 一 467 页。 
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2. 关于 一 个 具有 二 系 平面 仿 射 曲率 线 的 曲面 应 有 的 解析 
条 件 | 


为 此 由 约 ， 我们 取 一 个 非 直 纹 的 曲面 《x) 的 主 切 曲线 为 参数 


曲线 Ws V 并 令 
到 Do 2 
P J 2. (2.1) 
根据 第 一 章 (5.78) 可 把 曲面 的 仿 射 曲率 线 的 方程 写成 
pi = eP， (2.2) 
式 中 8 表示 十 1 或 一 l， 从 (2.2) 得 出 党 一 条 仿 射 曲率 线 成 立 
| Se 一 PP, + eP,. (2.3) 


按照 (2.2)(2.3) 和 曲面 (x) 的 基本 方程 站 求 仿 射 虽 率 线 在 其 
一 点 《xj ) 的 密切 平面 的 坐标 时 ,我 们 有 
= jgX+2PX, — 28PK,, (2.4) 
式 中 长 表示 曲面 《x) 的 切 平面 的 坐标 ,而 且 


p= — epteptr— pp,— ep,+srA4—2. (2.5) 
FE F F F 


如 前 段 中 所 示 ， 要 使 二 系 仿 射 曲率 线 都 变 成 平面 曲线 的 充 要 
条 件 是 : 沿 其 任 一 条 的 密 声 平面 变 为 同一 平面 换言之，sP8; 十 
(一 士 1) 都 和 上 专 成 比例 ， 
从 (2.4) 和 大 的 基本 方程 ?我 们 可 算出 
ePé, + €, ~ (epPg, + $) X 


+{E Pts ~ 十 3PP, 十 38P。 
十 ec 二 十 2| (aP X, — X,), (2.6) 


ye ;我们 便 获得 所 求 的 条 件 : 


1) 参照 Blaschkr: DG LL，139 页。 
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2P(sPy。 + $s) = gy {= P+ ep Ee + 3PP， 
F F 
4,D 
A4.D 上 +1), (2.7 
+ 3eP, + ep 和 + 全 (8 = +1). (2.7) 
然而 从 (2.5) 得 知 
一 .8 1 D 
了 人 2 
+sB (re ep. 玉兰 4p), 
_ 8 D 
(里 + 本 + 2). 
QIpzEe 4 
+ 总 (z3 p+ EP). 


此 外 ，(2.7) 对 于 8 一 二 1 和 8 一 一 1] 都 必须 成 立 , 斯 羽 我 们 导 
出 两 个 条 件 : 


PB (PE 一 已 十 也 Ap) -各 (里 严 十 PP。 +2) ， 
Ou F 


一 全 地 十 PP。 +2)+P.(PE 
P\PF F P 


—P,+ 4p), 0) 
wp(-p2(B pret) + 
+ 三 器 ) (Pp Ee 4 3p, + 4P)(P ~P, 
过 SE) 和 (BP + 3Pp, 十 卫 ) (ptrpt 2). 
(2.9) 
可 是 条 件 (2.8) 却 可 被 政 成 为 


(tAp)- 2 (FE +E re) 


所 以 必 有 一 函数 @ 使 得 


fF, 并， 

P P F a 
Ne 
F Pp FP 


如 将 (2.10) 代 进 (2.9), 我 们 就 导致 
i [9 — (0.y+ Ze,]. GD 
因此 , 所 求 的 条 件 是 (D 和 (加 )， 

我 们 必须 指出 ， 在 推导 (D 和 (11) 的 过 程 中 并 没有 用 到 P 由 
《2.1) 所 给 定 的 数值 ,所 以 立即 知道 (1》 和 (I[) 也 是 为 了 二 系 共 叔 
曲线 

dw 一 天 go == 0 


都 为 平面 曲线 的 充 要 条 件 . 


3. 具有 平面 仿 射 曲率 线 的 仿 射 极 小 曲面 

现在 ,我 们 转 人 仿 射 曲 下 论 中 的 Boanet 问题 ， 仿 射 极 小 曲面 
的 一 般 方 程 是 5 

x (VxU+{Ux Ua NV x V) a, (3.1) 
式 中 U= UU) vv=- wo UV- 2 Vv'-. 
dr dv 
从 此 得 出 ， 五 一 0，G 一 0 和 
下 一 一 (UV LT 六) A—(U+V,UV, UV), 


D=~—(U+V,V',V); (3.2) 
PMVUOV VOD， (3.3) 


通过 这 些 表示 式 而 计算 (2.10) 的 左边 时 , 我 们 容易 改写 前 息 
中 条 件 《1) 为 下 列 方程 : 


1)》 参照 Blaschke; DG HH，178 页 。 
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(VV’ UU” V'")y CV U” V”) (CV U’ VV") 


CV Ur’ VV”) 《及 U’ V 
_(V” U’ U’”) -OV U’ U””) (CV” UU’ U") 
VUU’) (YE 


-UEV VV VU 2 上 VV,V”) 
(UV UV VOV) (UVV,V) 


VOUOV) VUUW)_ (UrV U,V” 外 
(VUV) VUU) (UVU,V) 
《十 WO UV) 代 十 VV") 
(UrV UV VUU) (UVU+V,UVU,UV") | 
VUU) , (VUV)_ (Ut+ VO) edt 
VU) (VUV’) (U+V,UV,V) Es 
然而 ,最 后 方程 可 以 按照 恒等式 
(paa’ )}(pbb’) — (pab’)(pba’) = (pab)(pa'b’) 
而 被 化 简 为 
(VU'V) CY (VUV”) (EL ) 
(VV’Y (WE 


即 
(VU PV VV) UV VOU UU")= 0. (YY 

如 果 二 量 《VVV”),，(UU"U™) 中 有 一 个 等 于 0， 比方 

说 ，(YWY 一 0，(UVU”U™) 关 0， 那 末 从 (1) 便 有 
(VV) = —D,= 0, 

于 是 仿 射 曲率 线 重 合 于 主 急 曲线 x 一 consr， 此 时 ,曲面 必须 是 直 
纹 面 >, 而 这 是 平凡 的 场合 。 

所 以 我 们 仅 须 考察 两 种 情况 : °CUU”U")=0,(VVV”) 
= 0; 2° (VUU™”)zA0, (VV'V”)A , 


4. 在 情况 1° 下 的 曲面 
由 于 曲线 (VU) 和 《V) 都 是 平面 曲线 ,我 们 可 采取 


1) 参照 Blaschke; PG [I, 221 页 。 


Ul 一 了 一 U, } 
Vi= 一 挛 : 一 V, 
又 设 x 和 ”分 别 表示 曲线 (U,V3) 和 《VV ,V3) 的 仿 射 弧 长 ， 
以 致 


(4.1) 


UU UU" =1, VV — VV =1. (4.2) 
我 们 有 
F=—2{UVU0 — UV(U + Vt U'VV:}, | 


了 


A=2V, D2U, P 


于 是 


(4.3) 


2 
把 这 些 表示 代 人 段 2 条 件 (11) 中 ,我 们 获得 i 

417 一 5 PP A (4.4) 
为 了 解 出 微分 方程 


2 
4 一 5 人 一 const， 比方 说 一 一 48c， (4.3) 


我 们 令 一 让， 于 是 把 (4.5 ) 变 成 
疡 = 3cf, (4.6) 
如 果 了 一 0， 那 末 V" = canst， 此 时 ,我 们 可 置 


Zi 一 8fy L72 一 1, 已 一 二 (好 一 二 
2 
人 (4.7) 
Vi= 9， Vr™ —y, 一 二 (一 过 ) 


对 应 的 仿 射 极 小 曲面 的 方程 具有 形式 : 
dD ie da (ws + 3) ) 


pe 了 SE: 了 和 到 《4.8) 
a pr ) 人 ) 


这 些 表示 了 Enneper 极 小 曲面 ， 


这 个 曲面 的 优 射 曲率 都 是 平面 曲线 , 司 时 也 是 普通 曲率 线 "。 


现在 ,假定 了 到 0， 从 (4.6) 立 刻 得 出 
f= cf cis 
于 是 . 
人 一 一- 一 8#% 十 C33 
ef 十 51 
式 中 cj。，ca 是 任意 常数 。 
又 令 fr 一 g， 我 们 便 有 


1 一空 一 - CK 十 ey 
V 4g’ + gs 


或 者 
四 一 名 (cx + 02) 


式 中 久 如 前 表示 了 馈 一 0 的 Weierstrass 椭 六 了 沪 数 ， 
这 样 ,我 们 获得 
Um :Ce 十 Ca) dn. 
接着 ,我 们 必须 决定 函数 Da， 为 此 ,把 (4.9) 代 进 
Us UU” 
我 们 有 


Us yer cw t+ ca (cm ey) i few ce2) 
Us | 2 eit 二 CD) 
再 令 UU 一 多 cx 十 cz) 出 ,就 得 到 
du 
时 er + ce) 
从 关系 式 UY 一 05 一 荆 又 得 出 cics 一 1， 所 以 


《4.9) 


. (4.10) 


1 参照 抽 咱 ! On a class of minimal surfaces, Sc#. Rep. TOhoks Imp. Univ., 


和 (1928)，27 一 33 页 ， 


a 239» 


U; = 二 ge + c2) | | dui, 


同样 ,我 们 从 (4.4) 也 可 解 得 了 7 和 了:。 
因此 ,所 求 的 解 如 下 : 


Di Ds = [gxCem 十 ca) dn, 
U;, 一 了 Ce 十 cx) [| du, 


(4.11) 
Vi Vm plciv + ca， 


Vs 一 加 加 《ci 十 | 5 dp。 


导出 有 关 的 仿 射 极 小 曲面 的 方程 ,已 经 不 是 难题 了 . 


5. 在 情况 2° 下 的 曲面 


此 时 ，(CUPYU”) 和 《VVYWV"”) 都 不 等 于 0。 我 们 还 可 
细 分 为 两 类 : ”第 一 类 是 ，(U) 和 (VV) 中 有 一 个 是 右 挠 而 另 一 
个 则 是 左 找 的 。 第 二 类 则 是 ， 二 曲线 (U) 和 〈Y) 同 是 右 挠 或 
同 是 左 找 的 。 我 们 将 从 第 一 类 开始 讨论 . 

在 不 失去 一 般 性 之 下 我 们 可 以 假定 曲线 (VV) 和 WV) 分 别 
是 右 据 和 左 挠 的 ,因为 不 然 的 话 , 只 要 取 (一 VV) 和 (一 V) 以 代 


之 而 不 至 于 影响 仿 射 极 小 曲面 的 方程 . 
变换 nw，w 为 各 自 的 适当 函数 时 ,在 新 参数 之 下 有 
(TITY VV 1, (5.1) 
新 参数 显然 是 各 曲线 的 仿 射 弧 长 ， 女 3 的 条 件 (17 现在 变 为 
(PFC 一 (Er 或 Pl. Uy” 


从 (5.1) 和 第 一 章 $5 的 基本 方程 我 们 得 出 
Lv 二 AL +uU = 0, } 
VV rpV +aV = 0, 
式 中 和 ， 姑 ; 妇 ，5 分 别 表 示 二 曲线 CU)》 和 《VWV) 的 仿 射 曲率 和 
仿 射 找 率 ， 
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(5.2) 


改写 〈1)” 为 如 下 的 方程 

UV 一 ar 二 TD， 

我 们 得 出 
U” = at + a + b,V, } 
一 Y“ 一 aotf TbV +oV. 

关于 4* 或 v 的 再 度 微分 ,还 给 出 了 下 列 关系 : 

Za 一 所 

Gu 十 328r 呈 一 上 > 

22, 一 [3 

bs — bb = 1; 


以 及 
s+ bu 0 5b— M0. 
如 fy 
从 (5.5) 立 刻 得 出 


下 一 2 一 0:， 一 2 一 10. 


这 二 式 表 肯 了 曲线 《U) 和 《TY) 必须 是 一 般 螺 线 ? 。 


对 所 论 的 二 曲线 还 要 进行 更 精确 的 决定 . 
有 从 (5.5) 导 出 
or 十 Caoo 0 } 
Br — bbs = 0. 
并 用 (5.6) 和 (5.8) 的 结果 ， 
bs = a. 
所 以 存在 函数 由 使 得 
a pe 孔 一 十 由 
并 且 
由 srr 一 Po = 0 


(5.3) 


(5.4) 


{5.5) 


(5.6) 


(5.7) 
但 是 我 们 


(5.8) 


(5.9) 
《5.10) 


(5.11) 


us 不 便 为 零 , 否 则 5。 = 0，(5.4 将 导致 (VD) 一 0 


这 一 矛 慎 ， 玉 此 ,我 们 得 以 改写 (5.11): 


1) 参照 Blaschke; DG 以 87 页 。 
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经 过 关于 “的 积分 ， 

bso 一 (4u)e*, (5.12) 
式 中 1(w) 单独 是 zx 的 函数 ， 这 个 Liouville 类 型 方程 具有 如 下 的 
解 几 : | 


sn — E(w) 本 
其 中 X 一 (az)，8 一 6(z) 表示 有 关 变量 的 任意 函数 。 所 以 
三 
x* 1 一 寺 XB 
人 
全 一 (0 f +(f) (5.14) 


然而 2a. 十 ?一 一 必须 单独 是 * 的 函数 . 所 以 由 《5.14) 导出 
了 一 0. 


因此 ， 
人 
x* 1- Eb 
(5.15) 
b= + 下 
8 1 一 二 和 
这 样 ,我 们 获得 最 后 的 表示 : 
= 2{X,u}, 4 
(5.16) 


R= 21{0v0) = 三 {8,v}. 
| dv 
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这 里 {,} 表示 Schwarz 式 导数 ， 
现在 ,我 们 将 转 人 2 段 中 条 件 《I) 的 研究 . 
由 于 P= 1， 所 以 我 们 有 

0 UV VV-U) 

(U+ VU, ,VV ) 
UrV UV -UV) 
UV OV) 
从 (5.3) 代 进 U7” 一 V”， 便 可 改写 为 
$B, = 4a, $, 一 —b. 


于 是 条 件 (I) 化 为 
be 2 / 
du a (, 二 Pp). 《ID 
从 (5.15) 代 进 as， 于 其 两 边 ,我 们 得 出 


dd Lad 2 fr pr 2 
人 
2 F720 一 0 


1 一 二 X9 一 
2 
一 一 二 (S) 二 2 re RE (5.17) 
g \i—+x6 
我 们 对 其 两边 进行 关于 * 和 ”各 一 次 微分 ,结果 是 


Li pe 上. 2 
kN | Ox ) 
1 


SN 1— Lx 到 二 XB 
从 此 可 知 ， 
{Xs u} = {0 0}, (5.19) 
所 以 两 边 必 须 等 于 常数 .办 此 ,我 们 得 到 
0 (5.20) 


式 中 上 是 一 个 任何 常数 ， 这 样 ,我 们 证 明了 下 列 定理 : 
所 论 的 二 曲线 《U) 和 《V) 是 属于 同一 种 类 的 仿 射 拓 广 若 
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从 《5.5), (ID 和 (5.20) 可 知 ， 


2 = 
或 者 . 
= 土 (5.21) 
而 县 (5.3) 变 为 
UV oUtV). {5.22) 


下 面 , 我 们 将 区 分 三 种 情形 : lr 一 0; 2.kx 之 0; 3 <0 
而 进行 对 应 曲面 Su 5;, S: 的 讨论 . | 
情形 1。 曲面 5 所 对 应 的 曲线 (VU) 和 《《V) 都 是 三 次 抛 
物 线 ， 从 
{X, nu} = {9,v}=0 


得 出 解 X 和 6: 
一 2 十 己 要 要 一 在 一 1; 
ed 
PE J WS | 
A 


利用 (5.15) 来 求 4 和 2 并 按 (5,.21) 政 写 为 


. 
es 2 
b i {5.23) 
或 者 
a 23 了 了 
a s i {5.23) 
式 中 pl 是 一 个 常数 。 


现在 ,采用 这 样 的 坐标 系 使 得 曲线 《U) 的 方程 变 为 


Ui=#, Ui 7 Ds 二 《5.24) 


而 且 曲 线 (V) 的 一 般 方程 是 
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1 

(Vy=pD| >” |， (5.25) 
1 
6 


式 中 


A1 b! el 
D= #2 b; Ci 3 det|D| 一 一 1。 


‘a3 ba3 ea 


从 (5.24),(5.25),(5.23)[ 或 (5.23》] 我 们 可 以 导出 
1 0 0 | 
-| 0 一 1 0 
0 0 一 ! 
1 0 0 
| 0 一 1] 0 ) 
0 0 1 


因此 , 曲 语 5 的 方程 便 被 表 成 为 下 列 形 式 : 
2 一 (SP — 2), 
1 
2 一 pp 本 
za 一 二 op， 


式 中 a 一 ww 于， PP 一 2 十 zy。 

一 系 仿 射 曲率 线 是 二 次 曲线 而 且 在 一 族 平行 平面 上 (x; 一 
const); 另 一 系 则 在 一 束 平面 上 (x:xs 一 const)。 这 些 曲 线 同时 也 
是 Segre 曲线 和 Darboux 曲线 | 

情形 2. 曲线 (U) 和 《〈Y) 都 是 椭圆 的 螺 线 ， 解 方程 
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“一 有 二 
{xX, wu} {0,v} 2 «? 


我 们 有 
qsin fn hcos Ch 7 
一 -di ct 1 
c1 Sin 所 十 py ee 2 
站 (5.27) 
22 sin Lt Ducbd ty 
a 
czsin 一 P 二 dcos—v 
2 i 
如 果 a 一 十 5， 则 人 队 (5.27),(5.15) 和 (5.10) 得 出 - 
Plcas EA 一 9) + psin (a —v) 
4 一 六 一 站 {5.28) 


pl1sin EA 一 2) 一 pcos (a —v) 
如 果 a == 一 8，。 则 同样 导出 
pcos KC (u + 0) + psin (w+ v) 
a 5 
pisin Fn TE pe (ut 乡 ) 


同情 形 1 中 一 样 ,采用 这 样 一 个 坐标 系 使 得 曲线 (U) 的 方程 
变 为 


BE 一 一 人 sin Ru, es cosku, Us Ee {5.29) 
曲线 (V) 一 般 可 以 被 表示 为 


证 sin Ry 


(V)=D pb 上 《5.30》 


从 (5.22),(5.28),《5.28》,《5.29) 和 (5.30) 我 们 导出 


/1 0 0 一 10 0 
lt 1 jo -| 1 中 
0 0 1 0 0 一 ! 
因此 ,曲面 8 的 方程 为 


21 一 二 cosw * (sin8 — pcosph), 


i sing * (sinf 一 bcosp)， (5.31) 


sm (sin2g —26), 


a a 这 种 曲面 属于 实 圆 的 仿 


射 旋转 面 族 ， 它 的 二 系 仿 射 曲率 线 都 是 平面 曲线 ,同时 也 是 Segre 
曲线 和 Darboux 曲线 ， 

情形 3.、 曲面 5， 所 对 应 的 曲线 《UU)》 和 WV)， 同 前 一 情形 
一 样 ,是 可 以 导出 的 ,而 且 方 程 是 


X= pcb & « (sinh 8 — 8 cosh 8), 
六 be . (sinh f —p cosh 8), (5.32) 
Xa (sinh f — pF cosh £). 


这 个 曲面 属于 双 则 的 仿 射 旋转 询 族 . 

最 后 ,我 们 将 以 讨论 二 曲线 (UU) 和 (VV) 同 是 右 拨 或 同 是 左 
拨 的 情况 来 结束 本 节 . 

如 前 所 述 ,我 们 可 以 假定 二 曲线 都 是 右 挠 的 ,以 致 在 采用 各 曲 
线 的 仿 射 弧 长 s,s 为 参数 之 下 成 立 

(UT) 一 1，(WW“Y“) 一 |， 
条 件 (ID) 现在 变 为 
(VU,U +V)=0 
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二 
或 写 为 
UT +iVimaU +oV, 


我 们 此 时 同样 得 到 
一 -人 X6 ， 
X 1-1lix 
有 9X 
9 ix 
《5.33) 
B, = aps 


外 1 一 2 {xX, 4}, i ™ 2 {X， w}, 
du 

b= 2 {6,7}, 一生 {6}. 
vy 


此 外 ,还 有 
{Xu} = —{0,v} 一 const。 
经 过 一 些 计算 之 后 ， 我 们 可 以 求 出 所 论 曲 面 的 方程 ， 它 们 也 
具备 (5.26);(5.31) 和 (5.32) 的 形式 ,只 要 将 其 中 的 a，& 改 为 


C= (uFis), pe- {wfiv), 


至 此 , 我 们 所 提 的 仿 射 曲面 论 中 的 Bonnet 问题 ,全 部 得 到 了 
解决 ， : 
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”附录 2 
高 维 仿 射 空间 仿 射 超 铸 面 与 仿 射 超 旋转 面 


1. 仿 射 超 铸 面 


` 下文, 我 们 将 推广 第 四 章 551 一 2 中 的 理论 到 (n 十 1) 维 仿 射 
空间 4 的 4 维 流 形 即 超 葛 面 (x (2 wr,……,w*))。 这 里 和 以 
下 , 都 假定 x 一 《zz 2x) 而 且 wy” 是 7 个 独 
立 参 数 . : 

设 超 曲 面 (x) 和 一 系 平行 超 平面 相交 , 这 些 (n 一 17 维 交 
流 形 同 时 也 是 超 暴 面 和 其 包 络 切 起 锥 面 的 接触 流 形 而 且 各 顶点 的 
轨迹 是 一 条 曲线 (yx9)。 

以 af(etb eyeantl 天 0)》 表示 平行 超 平面 的 靶 向 量 ( 党 向 
量 ) 半 ,我们 可 以 把 这 系 平行 超 平 遂 的 方程 写成 


. (ax) = 4!, (1.1) 
从 此 得 出 : : : 
(ax)= lax) = 0 (K-21) (1.2) 
Ox 
式 中 大 一 Bo 
根据 假设 ,我 们 有 _ 
x $ {y() — x}, (1.3) 
式 中 ,函数 中 决定 于 (1.2), 即 
$1 = (ay(#)) CO— a (1.4) 


经 过 一 些 计算 ,我 们 得 到 所 求 超 曲 面 的 方程 : 
X= exp (saw - {jercoee (seo du!l 十 可 ， (1.5) 


式 中 0 表示 ze w,，…, wu" 的 向 量 户 数 , 而 且 按照 (1.1) 必 须 诺 
足 关系 | 
(aU) 一 0， (1.6) 
这 样 决 定 的 超 晶 面 (x) 称 仿 射 起 铸 面 、 访 形 ww 一 const 称 
平行 流 形 ,而 且 曲 线 w* 一 const (KR > 1) 称 子午 线 . 
令 


= exp (一 seo = exp (ls) 
我 们 从 (1. Le 
一 中 (一 xz) xe— wbUs (kK>1), 


Bi) 一 上 xi 

以 致 仿 射 基本 量 ” 

gw=0 (> 1), (1.7) 

另外 ,由 (1.3) 算 册 

和 一 Hy — x) xn (* x + $y’ 
Xm = (* Xn tt (Mx bY + by” ss 
于 是 , 
Co PY yy) (1.8) 


如 果 (y) 是 一 条 直线 , 则 行列 式 (1.8) 恒 消失 ,从 而 仿 射 超 铸 
面 (x) 的 子午 线 都 是 平面 曲线 。 反 过 来 ,如 果 这 些 子 午 线 都 是 平 ` 
乔 曲 线 , 那 未 〈” + 1) x a 矩阵 

lz yl 

中 的 任何 w 阶 行列 式 必 恒 为 0、 于 是 (y) 必须 是 直线 、 因 此 ,我 
们 效 得 定理 

为 了 一 个 仿 射 超 铸 面 的 所 有 子午 线 都 是 平面 曲线 ， 充 要 条 件 
是 : 顶点 线 (y) 变 为 直线 ， 


1) 以 下 所 用 的 记号 都 按照 工 。 Berwald, Monatsh. fiir Math. wu, Physit, $2 
《1922)，89 一 106 页 。 


由 于 此 时 各 子午 线 的 切线 都 和 (y) 相交 ,所 以 我 们 还 可 断定 : 
如 果 所 有 子午 线 都 是 平面 曲线 ， 那 术 这 些 平面 必 形 成 一 个 以 直线 
(y》 为 轴 的 平面 束 ， 


2 仿 射 超 旋转 面 


id et 了 为 信和 
午 线 的 密切 平面 上 时 ， 称 它 为 仿 射 让 旋转 而 我 们 将 会 看 到 ， 这 个 
特殊 族 的 超 曲 面 完 全 符合 WW. Siiss 从 另 一 角度 出 发 厕 得 出 的 仿 身 
超 旋转 面 "， 

为 了 简化 计算 ,我们 采用 共 箔 系 绕 的 参数 曲线 #0， ,1"， 
使 得 

8r 亚 0sr 天 rz 一 1:2 235 一 1 2 (2.1) 

这 样 做 是 可 能 的 ,因为 当 一 1， 天 1 对, (2.,1) 积 (1,7) 是 
一 伊 的 .- 

其 次 , 在 4 中 考察 一 个 由 方程 

z=U (wn, DE | 
即 : 
= UD {1} = 1,2,..*,n) 
定义 的 (n 一 1) 维 流 形 ,并 取 局 ,;w,'…',w” 为 《) 的 仿 射 曲率 
线 参数 ,于 是 我 们 有 
Er 一 0 rr 天 rm253: 93523719 
可 是 从 仿 射 超 铸 面 的 方程 (1.5) 容 易 得 出 
(KKiK2 一 pr (Us py — x), Us, Us, U,) 
一 《一 1》 -和 (名 ,名 翅 -… 玉 ,) 一 0 
n+1 


或 


Br 一 0 天 1， Fem dysy ;$m 2,3,.'*, 1, 


1) 参照 Atfinrotationshyperflachen. Jap. Journ. Math,, 5 (1928), 85—95 页 . 
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这 样 就 明确 了 共 辊 系统 (xl u") 的 存在 , 
现在 ， 我 们 将 确定 仿 射 法 线 要 沙 在 于 午 线 (w' 曲线 ) 的 密切 平 
面 上 的 充 要 条 件 


为 这 目的 ,我们 利用 公式 
人 
ro Vss (ge Xl *, x,) 
Dg:s Es Ogs 
+ (Me 十 Ba 0 (22) 
从 而 得 知 : 当 * > 工时 ， 
Qt 一 一 > fy. (2.2) 
一 般 , 超 井 面 的 基本 方程 是 


Kr rsp Es Xs 让 brsX*, 
式 中 +，s 一 1, 2，***, 7, 而 且 x* 表示 超 曲面 (zx) 的 仿 射 法 线 
向 量 . Cm 


os = (Th og )xa + gnx™, (2.3) 


根据 假设 ，7 名 这 xi。x* 是 共 平面 的 ,所 以 
T+ aitogt = 0, £>1, 
然而 ,从 (2.1) 可 知 
Th eTys,s ong ~ ga 1 1>1, 
这 里 记号 了 一 ! 是 在 避免 和 式 的 混淆 的 原因 下 被 提出 的 。 因 此 ， 
我 们 获得 
Tar 十 oz 一 0 《>1) 
或 按 (2. 1 和 (2,2》 改 写 为 


< 一 0 (>1); (2.4) 
而 且 
Ss (Th 士 an')x: + gu x*, (2.5) 
(Bu 
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其 次 ,我 们 将 证 明 : 参数 曲线 都 是 仿 射 曲率 线 . 
为 此 ,注意 到 仿 射 超 铸 面 的 方程 (1.5) 而 从 此 导出 


_Ox , 一 上 bz 一 fw1)U,( 记 作 这 样 )。 


Bu! pk 这 
Cr KY oe 2 


另 一 方面 ,我 们 按照 (2.4) 和 (2,5) 容 易 算出 


i = (a xt (Tn t+ a Xpxi) + guxt. (2.7) 
从 (2.6),(2.7) 和 基本 方程 
XR = ok Xe 
可 以 看 到 
(ait 入 十 ak 一 由 
a os (2.8) 
gio 一 (二 ro 一 站 人 一 下 下 
只 要 我 们 能 够 证 明 
m=0 (>1), 
上 述 的 命题 也 就 成 并 了 . 
然而 , (2. 人 给 出 
at 十 Pi 一 0 (k > 1). 
由 于 
所 以 成 立 下 列 关系 : 
or 0 (2.9) 
此 外 ,我 们 有 
Bx 又 二 二 让 
- Bu 
而 且 由 此 得 出 


ef 十 一 09 大 l 3 f= 1,2,-..,n, 
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通过 (2.1) 布 改写 为 
Fnxz 一 az 一 0 (8 的 限制 如 上 )。 (2.10) 
又 从 方程 
ora 一 一 (1 + R) go + 2 apov g” 


容易 导出 
CH 一 之 GlisB (Kk > 1) 
或 
ok 一 二 Glkrir 有 7。 (2.11) 
最 后 方程 通过 (2.9) 和 {2.10) 又 被 归结 为 ， 


ok 一 三 CAKIESe 由 一 民 。 (2.11) 


然而 按照 (2.27 和 (2.6) 进 行 计算 时 ， 
CEIHkk 一 一 由 8 > Sax, 
所 以 通过 Ricci 引 还 而 成 立 
i 上 一 日。 

这 样 ,我 们 证 明 ， 
cx™=0, 太 >>1。 (2.12) 

最 后 ,我 们 将 建立 下 列 定理 : : 

仿 射 超 旋转 面 的 仿 射 法 线 都 和 一 条 定 直 线 《 它 的 轴线 ) 相交 ， 
而 且 子 午 线 在 一 个 过 轴线 的 超 平面 上 . 

实际 上 ,从 {2. I 


Ox Bx Og 
tov 一 (*) Tr Ba 
ox 人 8 Xe* ,2 
a oe Ot on 
并 且 考 虑 到 (2.4), 就 得 出 
Bx Px .Brtlx 
Out (Bu Co yr 


* 854， 


.因此 ,子午线 都 是 平面 曲线 ， 从 段 1 的 定理 和 仿 射 超 旋转 面 的 定 
义 看 ,上 述 定 理 的 成 立 是 显然 的 。 

如 同 Siss 在 上 述 论文 中 所 用 的 方法 一 样 , 我 们 可 证 下 列 的 另 
一 定理 ; 

一 个 仿 射 趋 旋转 面 的 平行 流 形 是 正常 的 (2 一 1) 维 仿 射 超 
球面 , 它 的 中 心 在 轴线 上 ,而 且 它 们 是 相似 而 又 有 相似 位 置 的 ， 

如 果 把 (2.12) 和 (2.8) 的 第 一 方程 比较 一 下 ,我们 便 会 看 到 

| (Can 一 0， >1， {2.13) 

就 是 说 ，et 单独 是 wi 的 了 通 数 。 


同样 , Ty 一 ee 也 单独 是 tt 的 函数 ， 
1 


现在 我 们 对 方程 x1 二 $ (y 一 x) 再 度 关于 tr? 微分 并 把 它 和 
(2.5) 相 比较 ， 结 果 是 : 
py +$ (S$ Ta pe 5 
或 者 写 为 
a) x 0) yy + ys (2.14) 
式 中 @ 和 交 表 示 某 些 单独 w! 的 函数 . 
由 此 得 出 定理 : 
仿 射 超 旋转 面 治 各 平行 放 形 的 仿 射 法 线 相交 于 其 轴线 上 的 一 
”个 定点 , 即 前 定理 中 所 提 的 仿 射 超 球 面 的 中 心 ， 
从 (2.14) 还 看 出 : 仿 射 超 旋转 面 沿 流 形 沁 一 const 各 点 的 仿 
射 幅 率 半径 Ri 是 常数 ， 不 但 如 此 ,(2.8) 的 第 三 方程 还 表示 了 at 
(一角) 单独 是 -w! 的 函数 而 且 
o>1， r=i>1. (2.15) 
因此 ,我 们 得 出 结论 : 


仿 射 超 洲 转 面 沿 其 各 平行 流 形 的 优 射 曲率 半径 都 是 常数 ， 而 
且 Ri R= RR 


3. 具有 不 同 顶点 曲线 的 二 仿 射 超 铸 面 的 仿 射 可 变形 
本 费 中 处 理 的 问题 是 ,如 何 把 第 四 章 $1 关 于 4 的 仿 射 煞 面 
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的 仿 射 可 变形 拓 广 到 4"f 的 仿 射 超 铸 夯 。 两 个 超 曲面 的 仿 射 可 
变形 定义 则 完全 可 遵照 4 中 的 方式 进行 而 无 任何 困难 . 


如 前 , 令 仿 射 超 铸 面 3 的 有 关 向 量 
了 一 (yl “了 y"+i), U= (CUV U*+1l), 
= (xz “tt), a 《alyazs 2n4H1)s 
Ui Ow (r+ = 2,3,..., 2) 


Ou’ 


.并 假定 ar 关 0。 设 另 一 个 仿 射 超 铸 面 5 和 上 面 的 $ 仅仅 以 具 
有 不 同 的 项 点 曲线 (3) 和 (y) 互相 区 别 ， 经 过 一 些 简单 计算 后 ， 
我 们 容易 导出 S 和 5 互 可 仿 射 变形 的 充 要 条 件 : 


$9, . (3.1) 
人 一人， {3.2) 
式 中 
$= (ay)— 4, $= (ay)— uu, 
"A= (OO 
和 类 似 的 A. 
条 件 (3.1) 等 价 于 wo 
(aly —y)) 一 0， 
有 从 此 可 见 
$=y + yo 有 (3.3) 
式 中 | 
(ays) — 0. (3.4) 
这 样 ,我 们 的 问题 就 是 如 何 找 出 所 有 的 讽 量 消 数 yo 使 二 条 件 
(32) 和 (3.4) 成 立 ，. 


为 此 ,我 们 将 (3.3) 代 进 (3.2) 并 注意 到 关系 式 
一 于 二 yy 一 了 gn! = exp | 一 wl 
光一 天 二 y < 十 加 du ep 人 | } 


结果 是 : 
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(U,, Us,..., U. EE 各 ,> 一 zx) 


+ wb U, UU, ,名 + 入， [十 de an) =— 0, (3.5) 


du pb du 
令 
全 名 -a 
sw . 
于 是 
ce 一 沙 4 .7 
a 人 
(az) 一 0， 《3.8 ) 
且 从 此 得 以 改写 (3.5): 
3 dz 1 ay a 
(5 ta， ,UU,, 一 一 A i z+ 凡 Ta v) 
en 1 Se 
+ (Us, Us, Ue Ia | 0, 《3.9) 
通过 (3.37 和 关系 式 
忌 dy pp 
(aU) 一 0， (a 2 pj 
”方程 (3.9) 双 被 改写 为 下 列 形式 : 
U! DT 2 字 
Se ”aul 
月 
Us Us :Us # 
dui 
we | 
0 0…0 0 jy 


VU UU 
Ui Ul".U: 


= 0, (3.10) 


然而 ， 


| 了 re 十 外)， 二 const。 
所 以 (3.10) 变 为 
天 


一 0， (3.11) 


式 中 已 令 
wi CGP + IS Ws i 2 (3.12) 


如 果 wi(i = 1,2，,…,n) 不 是 同时 消失 的 话 , 那 末 它 们 必须 
是 (不 全 为 0 的 ) 常 数 ,或 者 是 单独 w 的 函数 。 在 欧 民 空间 玉里 
设想 由 
= (Ul, U,V") 
定义 的 《* 一 1) 维 流 形 M. 方程 (3.11) 不 外 平 表明 ，M 的 法 线 
恒 与 方向 wa: wr?:…:w” 垂直 ， 因 此 , 当 w’ 为 常数 时 ，M 变 为 
一 个 超 柱 面 而 是 可 展 的 . 
可 是 此 时 对 于 +，s > 1 我 们 有 
(xxx xn) = BTU, py — x), UUs, “,U.) oe 
= (—1) (8) /da 一 0， 
所 以 超 曲 面 (x) 本 身 也 是 可 展 的 。 这 是 除外 的 场合 ， 
”如 果 wi 是 单独 wa 的 函数 ， 那 末 M 必须 是 超 平面 。 这 是 因 
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为 。wi 随 效 wl 的 变动 而 变动 , 要 使 对 的 法 线 恒 与 它 性 直 ， 这 是 
不 可 能 的 ,除非 M 本 身 是 一 个 超 平面 。 在 这 样 的 情况 下 ,所 讨论 的 
超 曲 面 也 是 可 展 的 . 

这 样 一 来 ,我 们 有 wi 一 0、 即 


{XCB P+ op} 5 + Psi= 0 7 一 1 2， 529 
且 从 (3,8) 还 有 


ed 2"t!l 一 - 0。 
SS 
“ee [一 12 n+ 1), (3.13) 


式 中 这 些 < 是 常数 ,而 且 满 足 关 系 式 
(ac) = 0, (3.14) 
从 (3.7) 我 们 获得 


加 一 dz 一 他 zdul 十 上 十 


-c(t -te)} +s 


或 者 
y= ce(ay)+ 6b, (3.15) 
式 中 局 表示 常数 向 量 , 而 且 满 足 | 
(ab) — 0. | (3.16) 
我 们 通过 (3.3) 而 获得 定理 : 


局 给 定 的 仿 半 超 铸 面 【a,y,U] 可 仿 射 变形 的 所 有 仿 射 超 铸 
面 [Qa;y ;U1 决定 于 下 列 方程 : 


(5) = s (0). (9%) + 8), G17) 
式 中 乱 阵 8 (@) 已 见于 第 四 章 $1, 它 是 么 模 而 全 体形 成 阿 贝尔 群 


此 外 ,我 们 也 可 把 第 四 章 51 中 的 (1.36) 和 (1.40) 丘 广 到 Lett 
中 的 仿 射 趣 铸 面 的 变换 ,这 里 就 不 重复 了 。 
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